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Введение и цель работы

В работе комплексное скалярное поле рассматривается как источник гравитации.
▶ энергия поля искривляет пространство-время;
▶ метрика не задаётся заранее, а находится из уравнений Эйнштейна;
▶ фазовая симметрия поля даёт сохраняющийся заряд Q;
▶ при фиксированном заряде возможны локализованные нетопологические

конфигурации.

Цель работы
Получить плотность энергии гравитирующего нетопологического солитона и вывести
систему уравнений для нахождения амплитуды поля ϕ(r) и метрических коэффициентов
α(r), a(r).
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Комплексное скалярное поле в плоском пространстве-времени

В плоском пространстве-времени

ηµν = diag(1,−1,−1,−1), L = ∂µφ
∗∂µφ− U(|φ|2).

Действие:

S [φ] =

∫
d4x

(
∂µφ

∗∂µφ− U(|φ|2)
)
.

Тензор энергии–импульса:

Tµ
ν = ∂µφ∗∂νφ+ ∂µφ∂νφ

∗ − δµνL.

Плотность энергии в плоском случае:

T 0
0 = |φ̇|2 + |∇φ|2 + U(|φ|2).
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Ковариантизация действия и полное действие

Переход к искривлённому пространству-времени выполняется ковариантизацией:

ηµν → gµν , ηµν → gµν , d4x →
√
−g d4x .

Материальное действие:

Sm =

∫
d4x

√
−g

(
gµν∂µφ

∗∂νφ− U(|φ|2)
)
.

Гравитационное действие:

Sg =
1

16πG

∫
d4x

√
−g (R − 2Λ).

Полное действие:
S = Sg + Sm.

Для изолированного солитона рассматривается асимптотически плоский случай: вдали от
объекта метрика должна стремиться к метрике Минковского, поэтому далее берётся
Λ = 0.
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Уравнение Клейна–Гордона–Фока

Варьируем материальное действие по φ∗, считая φ и φ∗ независимыми переменными.
Тогда получаем

1√
−g

∂µ
(√

−g gµν∂νφ
)
+
∂U

∂φ∗ = 0.

Так как U = U(|φ|2), имеем
∂U

∂φ∗ = U ′(|φ|2)φ.

Следовательно,
□gφ+ U ′(|φ|2)φ = 0

где

□gφ =
1√
−g

∂µ
(√

−g gµν∂νφ
)
.
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Тензор энергии–импульса в искривлённом пространстве

Тензор энергии–импульса определяется через вариацию материального действия по
метрике:

δSm =
1
2

∫
d4x

√
−g Tµνδg

µν .

После вариации получается

Tµν = ∂µφ
∗∂νφ+ ∂νφ

∗∂µφ− gµνL

где
L = gαβ∂αφ

∗∂βφ− U(|φ|2).

Это выражение далее используется при вычислении плотности энергии и радиального
давления.
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Фазовая симметрия и сохраняющийся ток

Лагранжиан инвариантен относительно глобального фазового преобразования

φ→ e iβφ, φ∗ → e−iβφ∗, β = const.

По теореме Нётер этой симметрии соответствует сохраняющийся ток:

Jµ = −i (φ∗∇µφ− φ∇µφ∗) , ∇µJ
µ = 0.

Следовательно, существует сохраняющийся заряд Q. Именно наличие сохраняющегося
заряда позволяет рассматривать локализованные конфигурации поля с конечной
энергией.
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Что такое солитон?

Солитон – локализованная конфигурация поля с конечной энергией.

Топологический солитон
▶ устойчивость связана с топологией;
▶ есть нетривиальные граничные

условия;
▶ нельзя непрерывно перейти к

вакууму.

Нетопологический солитон
▶ устойчивость не требует

нетривиальной топологии поля;
▶ при фиксированном сохраняющемся

заряде Q локализованное состояние
может быть энергетически выгодным;

▶ пример такой конфигурации – Q-шар.

Для Q-шара условие устойчивости имеет вид

E (Q) < mQ.
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Выбор вида поля

Поле записывается через амплитуду и фазу:

φ(x) = A(x)e iχ(x).

Подстановка в ток Нётер даёт
Jµ = 2A2∇µχ.

Для ненулевого заряда берём

χ(t) = ωt, A(x) = ϕ(r), φ(t, r) = ϕ(r)e iωt .

При этом
|φ|2 = ϕ2(r), |∂tφ|2 = ω2ϕ2(r), |∂rφ|2 = ϕ′2(r).

Значит,
Ttt , Trr , Tθθ, Tψψ

не зависят от времени. Поэтому источник статичен, и метрику можно искать в статическом
сферически-симметричном виде.
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Уравнения Эйнштейна и метрика

Уравнения Эйнштейна связывают геометрию с распределением энергии:

Gµν = 8πGTµν .

Тензор Эйнштейна строится по метрике:

Gµν = Rµν −
1
2
Rgµν .

Поэтому поле и метрику нужно находить совместно.

Так как источник статичен и сферически симметричен, берём

ds2 = α2(r)dt2 − a2(r)dr2 − r2dΩ2 , dΩ2 = dθ2 + sin2 θ dψ2.
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Плотность энергии

Рассматривается статический наблюдатель, для которого

dr = dθ = dψ = 0.

Тогда его четырёхскорость имеет только временную компоненту:

uµ = (ut , 0, 0, 0), ut =
1

α(r)
.

Поэтому плотность энергии равна

ρ = Tµνu
µuν = T t

t .

После подстановки поля φ(t, r) = ϕ(r)e iωt получаем

ρ(r) =
ω2ϕ2(r)

α2(r)
+
ϕ′2(r)

a2(r)
+ U(ϕ2(r)).
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Временная компонента уравнений Эйнштейна

Gµν = 8πGTµν , G t
t = 8πGT t

t = 8πGρ.

Для выбранной метрики:

G t
t =

1
r2

(
1 − 1

a2

)
+

2a′

ra3 .

Вводим массовую функцию:
1

a2(r)
= 1 − 2GM(r)

r
.

Тогда

M ′(r) = 4πr2ρ(r) , a(r) =

(
1 − 2GM(r)

r

)−1/2

.
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Радиальная компонента уравнений Эйнштейна

Сначала из радиальной компоненты тензора энергии–импульса получаем

T r
r = −pr ,

где

pr (r) =
ω2ϕ2(r)

α2(r)
+
ϕ′2(r)

a2(r)
− U(ϕ2(r)).

Теперь рассматриваем радиальную компоненту уравнений Эйнштейна:

G r
r = −8πG pr .

Для выбранной метрики

G r
r =

1
r2

(
1 − 1

a2

)
− 2α′

rαa2 .

Отсюда следует уравнение для α(r):

α′

α
= Ga2

(
M

r2 + 4πr pr

)
.
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Радиальное уравнение для поля

Подставляя
φ(t, r) = ϕ(r)e iωt

в уравнение Клейна–Гордона–Фока, получаем

ϕ′′ +

(
2
r
+
α′

α
− a′

a

)
ϕ′ + a2

(
ω2

α2 − U ′(ϕ2)

)
ϕ = 0.

Из
1
a2 = 1 − 2GM

r
, M ′ = 4πr2ρ

следует
a′

a
= Ga2

(
4πrρ− M

r2

)
.
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Итоговая система



M ′ = 4πr2ρ,

α′

α
= Ga2

(
M

r2 + 4πrpr

)
,

ϕ′′ +

(
2
r
+
α′

α
− a′

a

)
ϕ′ + a2

(
ω2

α2 − U ′(ϕ2)

)
ϕ = 0,

a =

(
1 − 2GM

r

)−1/2

,

a′

a
= Ga2

(
4πrρ− M

r2

)
,

ρ =
ω2ϕ2

α2 +
ϕ′2

a2 + U(ϕ2),

pr =
ω2ϕ2

α2 +
ϕ′2

a2 − U(ϕ2).
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Граничные условия

Для гладкого локализованного решения система дополняется условиями

M(0) = 0, ϕ(0) = ϕ0, ϕ′(0) = 0, ϕ(∞) = 0, α(∞) = 1.

▶ M(0) = 0 означает отсутствие массы внутри нулевого радиуса;
▶ ϕ′(0) = 0 отражает гладкость сферически-симметричного распределения поля в

центре;
▶ ϕ(∞) = 0 задаёт локализацию поля;
▶ α(∞) = 1 фиксирует нормировку времени на бесконечности и является частью

требования асимптотической плоскости.
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Выводы

В ходе работы была получена модель гравитирующего нетопологического солитона.
▶ получено уравнение движения поля - уравнение Клейна–Гордона–Фока в

искривлённом пространстве;
▶ выведен тензор энергии–импульса этого поля;
▶ для выбранного вида поля найдена плотность энергии

ρ(r) =
ω2ϕ2

α2 +
ϕ′2

a2 + U(ϕ2);

▶ из уравнений Эйнштейна получены уравнения для метрических функций;
▶ итоговая система позволяет находить ϕ(r), M(r) и α(r).
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Спасибо за внимание!

Буду рад ответить на ваши вопросы.
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Приложение: кривизна и тензор Эйнштейна

Символы Кристоффеля:

Γρµν =
1
2
gρσ (∂µgσν + ∂νgσµ − ∂σgµν) .

Тензор Римана:
Rρ

σµν = ∂µΓ
ρ
νσ − ∂νΓ

ρ
µσ + ΓρµλΓ

λ
νσ − ΓρνλΓ

λ
µσ.

Тензор Риччи:
Rµν = Rρ

µρν .

Скалярная кривизна и тензор Эйнштейна:

R = gµνRµν , Gµν = Rµν −
1
2
Rgµν .
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