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Ââåäåíèå

Ñèììåòðèè âûçûâàþò áîëüøîé èíòåðåñ â ôèçèêå, ïîòîìó ÷òî êàæäîé ñèììåò-

ðèè ñîîòâåòñòâóåò ñîõðàíÿþùàÿñÿ âåëè÷èíà. Äîâîëüíî ÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü

íàéòè ýòè âåëè÷èíû, ñ ÷åì ïîìîãàåò òåîðåìà Í¼òåð. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ êëàññè÷åñêîé

íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêè ðàññìîòðåíû ïðîñòåéøèå ñèñòåìû, ïî îòíîøåíèþ ê êîòî-

ðûì ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà Í¼òåð. Ïîäðîáíî èçëîæåíû íåñêîëüêî ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ

ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí. Òàêæå ïîñòðîåí äîâîëüíî ïðîñòîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ çàêîíîâ

íåñîõðàíåíèÿ. Ïðîâåäåí àíàëèç ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ïîäòâåðæäå-

íèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé. Â [3] ãëàâå 2 ðàññìîòðåíû îñíîâíûå çàêîíû ñîõðà-

íåíèÿ, âûâåäåííûå ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà. Áîëåå ãëóáîêèé àíàëèç äàåòñÿ â

[2], äëÿ êâàíòîâîãî ñëó÷àÿ â [1].
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Îñíîâíàÿ ÷àñòü

Äèëàòàöèÿ: ìåòîä ãëîáàëüíîãî ïàðàìåòðà

Ñèììåòðèÿ � ñâîéñòâî ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû îñòàâàòüñÿ íåèçìåííîé ïðè îïðå-

äåëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Â ìåõàíèêå ýòî îçíà÷àåò íåèçìåííîñòü äåéñòâèÿ. Áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ñâîáîäíîå îäíîìåðíîå äâèæåíèå íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû. Ôóíêöèÿ

Ëàãðàíæà ýòîé ÷àñòèöû èìååò âèä:

L =
mq̇2

2
(1)

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

mq̈ = 0 (2)

Ñäåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó êîîðäèíàò:

q(t) → e−λq(e2λt) (3)

Óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ áóäóò çàäàâàòüñÿ íåèçìåííîñòüþ âàðèàöèé êîîðäèíàò è âðåìåíè

íà êîíöàõ:

δq(t1) = δq(t2) = 0 (4)

δt(t1) = δt(t2) = 0 (5)

λ - ãëîáàëüíûé ïàðàìåòð, òî åñòü îò âðåìåíè íå çàâèñèò. Ðàññìîòðèì âàðèàöèþ äåé-

ñòâèÿ:

δS =

∫ t̃2

t̃1

L̃dt̃−
∫ t2

t1

Ldt, (6)

ãäå L̃ = L( ˙̃q, q̃, t̃). Òåïåðü îïðåäåëèì íåêîòîðûå íîâûå âåëè÷èíû:

δ̄q = q̃(t)− q(t) = λq(t) (7)

δ̄q̇ = ˙̃q(t)− q̇(t) = λq̇(t) (8)

δt = t̃− t (9)
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â òî âðåìÿ êàê δq = q̃(t̃) − q(t) è àíàëîãè÷íî δq̇. Î÷åâèäíî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ:

δ̄q = δq − q̇δt (10)

δ̄q̇ = δq̇ − q̈δt (11)

δS =

∫ t2

t1

[
(1 + δ̇t)

(
L(q̇, q, t) +

∂L

∂q̇
δq̇ +

∂L

∂q
δq +

∂L

∂t
δt

)
− L(q̇, q, t)

]
dt (12)

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ó÷òåì ñëàãàåìûå òîëüêî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè:

δS =

∫ t2

t1

[
Lδ̇t+

∂L

∂q̇
δq̇ +

∂L

∂q
δq +

∂L

∂t
δt

]
dt (13)

δS =

∫ t2

t1

[
Lδ̇t+

∂L

∂q̇
δq̇ +

∂L

∂q
δq +

dL

dt
δt− ∂L

∂q
q̇δt− ∂L

∂q̇
q̈δt

]
dt (14)

δS =

∫ t2

t1

[
Lδ̇t+

∂L

∂q̇
δ̄q̇ +

∂L

∂q
δ̄q +

dL

dt
δt

]
dt (15)

δS =

∫ t2

t1

[
d

dt

(
Lδt+

∂L

∂q̇
δ̄q

)
+

(
∂L

∂q
− d

dt

(
∂L

∂q̇

))
δ̄q

]
dt (16)

Íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ âòîðîå ñëàãàåìîå îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïîýòîìó ïî ïðèíöèïó

íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ïåðâàÿ âåëè÷èíà äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íîëü, òî åñòü:

d

dt

(
Lδt+

∂L

∂q̇
δ̄q

)
= 0 (17)

Ïîäñòàâèì ðåçóëüòàò èç (8) è ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíû:(
L− dL

dq̇
q̇

)
δt+

∂L

∂q̇
δq = const (18)

Ïîäñòàâèì ñþäà âñå èçâåñòíûå âåëè÷èíû è ïîëó÷èì:

D = mtq̇2 −mqq̇ = const (19)

Äèëàòàöèÿ: ìåòîä ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà

Îïÿòü ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà âèäà (1) è ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà (3). Òîãäà

äëÿ λ ≪ 1 èíôèíèòåçèìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ çàïèøóòñÿ â âèäå:

e−λq(e2λt) ≈ (1− λ)(q(t) + 2λtq̇(t)) (20)

Ëîêàëüíîñòü ïàðàìåòðà îçíà÷àåò, ÷òî λ áóäåò çàâèñåòü îò âðåìåíè. Ìû ðåøàåì çàäà÷ó

ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè, ïîýòîìó, óñëîâèìñÿ, ÷òî:

λ(t1) = λ(t2) = 0 (21)

4



Âàðèàöèÿ êîîðäèíàòû áóäåò èìåòü âèä:

δq = λ(2tq̇(t)− q(t)) (22)

Òåïåðü âû÷èñëèì δq̇:

δq̇ = λ̇(2tq̇(t)− q(t)) + λ2tq̈(t) + λq̇(t) (23)

Â ñèëó (2) âòîðîå ñëàãàåìîå äàñò 0. Âû÷èñëèì âàðèàöèþ äåéñòâèÿ è ïðèìåíèì (23):

δS =

∫ t2

t1

∂L

∂q̇
δq̇ dt

δS =

∫ t2

t1

λ̇(2mtq̇2 −mqq̇) + λmq̇2 dt (24)

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

d(λqq̇) = (λ̇qq̇ + λq̇2 + λqq̈) dt (25)

Òîãäà âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå:

δS =

∫ t2

t1

λ̇(2mtq̇2 − 2mqq̇) dt+

∫ t2

t1

md(λqq̇)

Âòîðîé èíòåãðàë â ñèëó óñëîâèÿ (21) áóäåò ðàâåí íóëþ. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïåðâîå

ñëàãàåìîå ïîëó÷èì:

δS =

∫ t2

t1

λ
d

dt
(2mtq̇2 − 2mqq̇) dt (26)

Òàê êàê λ - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ñîõðàíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

D = mtq̇2 −mqq̇ = const (27)

Òåïåðü óñëîæíèì çàäà÷ó è ðàññìîòðèì ïîòåíöèàëüíîå ïîëå âèäà U = − a
q2
. Ôóíê-

öèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä:

L =
mq̇2

2
+

a

q2
(28)

Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ â ýòîì ñëó÷àå:

δS =

∫ t2

t1

(
∂L

∂q̇
δq̇ +

∂L

∂q
δq

)
dt (29)

Ïîäñòàâèì ñþäà èçâåñòíûå âåëè÷èíû (22) è (23):

δS =

∫ t2

t1

(
mq̇(λ̇(2tq̇ − q) + λ2tq̈ + λq̇)− 2a

q3
λ(2tq̇ − q)

)
dt (30)
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Äëÿ âòîðîé ãðóïïû ñëàãàåìûõ ïîñ÷èòàåì âåëè÷èíó:

d

(
4λt

a

q2

)
=

(
−8λt

a

q3
q̇ + 4λ̇t

a

q2
+ 4λ

a

q2

)
dt (31)

Ïîäñòàâëÿÿ (25) è (31) â (30) ïîëó÷èì:

δS =

∫ t2

t1

λ̇

(
2

(
mq̇2

2
− a

q2

)
t−mq̇q

)
dt (32)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ (21), à òàêæå ïðîèçâîëüíîñòü λ, èç ïðèíöèïà íàè-

ìåíüøåãî äåéñòâèÿ ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíû:

D = 2

(
mq̇2

2
− a

q2

)
t−mq̇q = const (33)

Ñëåäîâàòåëüíî ñèñòåìà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà

(3). Çíà÷èò åñëè ó íàñ åñòü îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, òî äðóãîå ìîæíî ïîëó-

÷èòü èç íåãî ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ìåòîä ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà: çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è íåñî-

õðàíåíèÿ

×òî îòëè÷àåò ìåòîä ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà îò ãëîáàëüíîãî, òàê ýòî, ÷òî ïîìèìî

çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîæíî äîâîëüíî ïðîñòî ïîëó÷èòü è çàêîí íåñîõðàíåíèÿ. Ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ Ëàãðàíæà âèäà:

L =
mq̇2

2
+

a

q
(34)

Îïÿòü ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà (3). Òîãäà âàðèàöèè êîîðäèíàòû è åå ïðîèç-

âîäíîé áóäóò äàâàòüñÿ ôîðìóëàìè (22) è (23) ñîîòâåòñòâåííî. Âû÷èñëèì âàðèàöèþ

äåéñòâèÿ, åå âèä äàåòñÿ (35), òîãäà ïîäñòàâëÿÿ èçâåñòíûå âåëè÷èíû:

δS =

∫ t2

t1

(
mq̇(λ̇(2tq̇ − q) + λ2tq̈ + λq̇)− a

q2
λ(2tq̇ − q)

)
dt (35)

Äëÿ âòîðîé ãðóïïû ñëàãàåìûõ ïîñ÷èòàåì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

d

(
4λt

a

q

)
=

(
−4λt

a

q2
q̇ + 4λ̇t

a

q
+ 4λ

a

q

)
dt (36)

Ïîäñòàâëÿÿ (25) è (36) â (35) ïîëó÷èì:

δS =

∫ t2

t1

λ̇

(
mtq̇2 −mqq̇ − 2t

a

q

)
dt−

∫ t2

t1

λ
a

q
dt+

∫ t2

t1

d

(
2λt

a

q
+

λqq̇

2

)
(37)
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Òðåòèé èíòåãðàë â ñèëó óñëîâèÿ (21) áóäåò ðàâåí íóëþ, à ïåðâûé èíòåãðàë "âîçüìåì

ïî ÷àñòÿì":

δS = λ

(
mtq̇2 −mqq̇ − 2t

a

q

) ∣∣∣t2
t1
−
∫ t2

t1

λ

(
d

dt

(
mtq̇2 −mqq̇ − 2t

a

q

)
+

a

q

)
dt (38)

Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, ââîäÿ îáîçíà÷åíèå:

D = 2

(
mq̇2

2
− a

q

)
t−mq̇q (39)

Ïî ïðèíöèïó íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè λ ïîëó÷èì, ÷òî ñëåäóþ-

ùàÿ âåëè÷èíà äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ:

Ḋ +
a

q
= 0 (40)

Êàê ìû âèäèì, â äàííîì ñëó÷àå äèëàòàöèÿ íå ñîõðàíÿåòñÿ, òàê êàê ñèñòåìà íåñèììåò-

ðè÷íà îòíîñèòåëüíî äàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Âñå ïðèâåäåííûå ðàíåå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

è íåñîõðàíåíèÿ èìåþò ðàñøèðåíèå íà ñëó÷àé äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò.

Ïðîâåðêà çàêîíîâ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìåòîäà

Äëÿ ïðîñòîòû çàôèêñèðóåì m = 1. Â ïðîãðàììå ïðèìåíÿåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä

Ðóíãå-Êóòòû 4 ïîðÿäêà (RK4). Ïðîãðàììå ïîäàåòñÿ íà âõîä 9 ïàðàìåòðîâ: íà÷àëüíûå

êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè îáåèõ ÷àñòèö, ïàðàìåòð a. Äëÿ èçáåæàíèÿ äåëåíèÿ íà íîëü òàê-

æå äîáàâëåíî óñëîâèå íà ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ïðèáëèæåíèÿ ê öåíòðó ïîòåíöèàëà,

(åñëè r < 10−6, òî r = 10−6) ôèêñèðîâàííîå äëÿ âñåõ èçìåðåíèé. Ïðîãðàììà âûâîäèò

äâà ãðàôèêà: ïåðâûé � òðàåêòîðèè äâóõ ÷àñòèö â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå, âòîðîé � ãðà-

ôèê çàâèñèìîñòè Ḋ + a
r
îò âðåìåíè äëÿ äâóõ ÷àñòèö. Çäåñü ïðèâåäåí ïðèìåð ðàáîòû

ïðîãðàììû (ðèñ.1). Òàê êàê èçîáðàæàåòñÿ ãðàôèê, îòðàæàþùèé óðàâíåíèå (40), òî ìû

îæèäàåì, ÷òî çàâèñèìîñòü áóäåò ïîñòîÿííîé è ðàâíà íóëþ, íî èñïîëüçóåìûå ÷èñëåííûå

ìåòîäû âíîñÿò îøèáêó â âû÷èñëåíèÿ. Ïðè ýòîì, ÷åì áëèæå ê öåíòðó ÷àñòèöû, òåì áîëü-

øå îøèáêà. Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå ìû âèäèì ñêà÷êè ïîðÿäêà 10−7. Ýòî åñòü îøèáêà

÷èñëåííîãî ìåòîäà, îíà ïîÿâëÿåòñÿ â ñëåäñòâèå ðåçêîãî èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé ïðè ïðè-

áëèæåíèè ê öåíòðó ïîòåíöèàëà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü î ïðàâèëüíîñòè

çàêîíà (40).

Òàêæå áûëà íàïèñàíà åùå îáíà ïðîãðàììà, ïîçâîëÿþùàÿ ïðîñëåäèòü çà ìàñ-

øòàáíîé èíâàðèàíòíîñòüþ â ïîòåíöèàëå âèäà U = − a
r2
. Ïðîãðàììå ïîäàåòñÿ íà âõîä

6 ïðàìåòðîâ: íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè, ïàðàìåòð ïîòåíöèàëà a, ìàñøòàáíûé
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Ðèñ. 1: ×èñëåííîå ðåøåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà âèäà U = −a
r
.

ïàðàìåòð λ. Äëÿ èçáåæàíèÿ äåëåíèÿ íà íîëü äîáàâëåí ìàëûé ïàðàìåòð ϵ = 10−12.

Ïðîãðàììà âûâîäèò îäèí ãðàôèê, íà êîòîðîì èçîáðàæåíû äâå òðàåêòîðèè: îäíà � èñ-

õîäíàÿ, òî åñòü èñòèííàÿ, âòîðàÿ � äèëàòèðîâàííàÿ, òî åñòü ñ èçìåíåííûì ìàñøòàáîì.

Çäåñü ïðèâåäåí ïðèìåð ðàáîòû ïðîãðàììû (ðèñ.2). Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ñèñòåìà

ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà (3), ïîýòîìó ìû äåéñòâè-

òåëüíî ïîëó÷àåì èç îäíîãî ðåøåíèÿ ñðàçó öåëîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ

λ.
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Ðèñ. 2: ×èñëåííîå ðåøåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà âèäà U = − a
r2
.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû áûë ïðîâåäåí àíàëèç ñèñòåì ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Íåòåð

ñ ãëîáàëüíûìè è ëîêàëüíûìè ïàðàìåòðàìè. Áûë ïîëó÷åí ïðîñòîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ

çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è íåñîõðàíåíèÿ, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ è ëî-

êàëüíîñòü ïàðàìåòðà. Äëÿ êîíêðåòíûõ ñèñòåì ñ ïîòåíöèàëàìè U = − a
r2
, U = −a

r
áûë

ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ðàñ÷åò, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò âèäà (3)

çàäàþò çàêîí ñîõðàíåíèÿ è íåñîõðàíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ðàñøèðèòü ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû, ðàññìîòðåâ

ïðîèçâîëüíîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ïîëå âèäà U = U(r) è ðàçëè÷íûå ìåõàíèçìû

íàðóøåíèÿ ìàñøòàáííîé ñèììåòðèè, íàïðèìåð â êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

10



Ëèòåðàòóðà

[1] V. de Alfaro, S. Fubini and G. Furlan, �Conformal Invariance in Quantum Mechanics,�

Nuovo Cim. A 34 (1976), 569 doi:10.1007/BF02785666

[2] C. Duval, M. Henkel, P. A. Horvathy, S. Rouhani, and P.-M. Zhang, �Schr�odinger

Symmetry: A Historical Review,� International Journal of Theoretical Physics, vol. 63,

no. 8, Aug. 2024, doi: 10.1007/s10773-024-05673-0.

[3] Ëàíäàó Ë. Ä.á Ëèôøèö Å. Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà: Ó÷åá. ïîñîáèå. � Â 10-òè ò.

Ò. I. Ìåõàíèêà. � 4-å èçä., èñïð. � Ì.: Íàóêà. Ãë. ðåä. ôèç.-ìàò. ëèò., 1988. � 216

ñ. ISBN 5-02-013850-9 (ò. I)

11


