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Введение
Работа главным образом посвящена изучению проблемы кривых вра-

щения галактик. Суть проблемы состоит в том, что если на звезды в
удалённых частях галактики действует исключительно гравитационная
сила, то, в соответствии с классической (Ньютоновской) теорией, ско-
рость должна уменьшаться по мере удаления от центральной области
как 1√

r
, где r - расстояние. Однако наблюдения показывают, что скорость

не уменьшается, а остаётся постоянной на очень больших расстояниях.
На рисунке показана типичная наблюдаемая картина, а также кривая,
которую предсказывает классическая теория.

Рис. 1: Кривая вращения для галактики NGC 1090. Зелёным цветом
показана кривая, соответствующая классической (Ньютоновской) теории

В настоящее время общепринятым подходом к решению проблемы яв-
ляется введение дополнительной, не взаимодействующей электромагнит-
но, скрытой массы, так называемой тёмной материи. Но существуют и
другие точки зрения, основанные на том, что гравитационное взаимодей-
ствие на таких больших масштабах и в столь слабых полях плохо изучено
и может отличаться от предсказаний классической теории. Рассматри-
ваются альтернативные теории гравитации, предсказывающие наблюда-
емое поведение кривых вращения. В работе предлагается рассмотреть
две из них - MOND (Modified Newtonian dynamics, Модифицированная
Ньютоновская динамика) и SIV (Scale-Invariant Vacuum theory, теория
Масштабно-инвариантного вакуума).
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MOND

Основные положения

Теория Модифицированной Ньютоновской динамики утверждает,
что причина аномального поведения кривой вращения заключается в
изменении законов стандартной динамики при низких ускорениях. Су-
ществует несколько интерпретаций теории. Так, согласно одной из них,
видоизменяется второй закон Ньютона (но такие модификации наруша-
ют закон сохранения импульса).В данной работе рассматривается интер-
претация, согласно которой модификация касается именно гравитацион-
ного ускорения. Перечислим основные принципы теории [1] (положения
общие и могут быть применены к обеим интерпретациям):

1. Динамика характеризуется единственной граничной константой
ускорения a0.

2. Системы с ускорениями ≫ a0 подчиняются стандартным законам
динамики (Ньютоновcкий предел).

3. Законы, описывающие системы с ускорениями, значительно мень-
шими a0, сильно отличаются от стандартной динамики (глубокий
предел MOND), причём динамика MOND является инвариантной
к пространственно-временному масштабу.

Одно из главных предположений MOND заключается в том, что меж-
ду наблюдаемым ускорением g (которое, например, можно определить
из кривой вращения по формуле g = v2

R
) и Ньютоновским (барионным)

ускорением gN имеется связь: g ≈ f(gN). Более того, MOND диктует
ограничения на функцию f : поскольку a0 является единственной посто-
янной ускорения в теории, f должна иметь (из соображений размерно-
сти) сдедующий вид:

g ≈ gNν
(
gN
a0

)
(1)

где

gN =
GM

r2
(2)

Функция ν должна иметь два соответствующих предела:

• Ньютоновский предел: ν(y) −→ 1, при y ≫ 1, т.е. при gN ≫ a0
g −→ gN
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• Глубокий предел MOND: ν(y) −→ y−1/2, при y ≪ 1, т.е. при gN ≪ a0
g −→ √

gNa0

Последний предел был получен из требования масштабной инвариант-
ности. Рассмотрим этот вопрос подробнее. Под пространственно-временной
масштабной инвариантностью понимается неизменность уравнений отно-
сительно следующего преобразования:

x −→ λx, y −→ λy, z −→ λz, t −→ λt (3)

т.е. все расстояния и промежутки времени изменяются в одинаковое чис-
ло раз. Применим масштабное преобразование к ур. (1):

g′ =
g

λ
=

GM

λ2 r2
ν
(

GM

λ2 r2 a0

)
=

gN
λ2

ν
(

gN
λ2 a0

)
(4)

Используя вид функции ν в глубоком пределе получаем:

g

λ
=

gN
λ2

√
λ2 a0
gN

=
gN
λ

√
a0
gN

(5)

Домножив на λ последнее уравнение, получим исходное уравнение (в
выбранном пределе ν), т.е. уравнение обладает масштабной инвариант-
ностью.

Рассмотрим другую особенность глубокого предела. Для этого под-
ставим предельное значения гравитационного ускорения в классическое
уравнение движения материальной точки по окружности:

Fgrav = mgN

√
a0
gN

= ma =
mv2

r
(6)

Сокращая на m получаем:

√
a0gN =

√
GMa0
r2

=
v2

r
(7)

Окончательно, выражая круговую скорость:

v = 4

√
GMa0 (8)

Таким образом, в глубоком пределе круговая скорость (например,
орбитальная скорость звезд при вращении вокруг центра галактики)
является постоянной и не зависит от расстояния до центра вращения.
Полученный результат может объяснить аномальное поведение кривых
вращения на больших расстояниях от центра.

4



Выбор интерполирующей функции

Пока были рассмотрены лишь пределы функции ν, но не был указан её
конкретный вид. При исследовании кривых вращения было обнаружено,
что экспериментальные данные хорошо описывает функция [1]:

ν(y) = (1− e−
√
y)−1 (9)

Однако авторы теории призывают не придавать особого значения
именно этой функции, объясняя это тем, что её вид никак не следует
из пастулатов, на которых построена MOND. Они также отмечают, что
экспериментальным данным могут подходить и другие функции, име-
ющие ассимптотику, которую требует MOND и мало отличающиеся от
функции (9) в области низких ускорений. Например:

ν(y) = [1 + (1 + 4y−1)1/2]/2 (10)

Также широко используемая функция, которая даёт практически нераз-
личимую кривую [2]:

µ(x) =
x

1 + x
(11)

Последнее было записано для несколько другой формы соотношения
(1), а имеено g µ

(
g
a0

)
= gN . В дальнейшем, для определённости, будем

использовать функцию (9). Тогда ур. (1) принимает вид:

g =
gN

1− e−
√
gN a0

(12)

Численное значение параметра a0:

a0 = 1.20 · 10−10 м/c2

Заметим, что
a0 ∼ cH0 (13)

где c - скорость света, а H0 - постоянная Хаббла.

Применение MOND к расчёту кривых вращения га-
лактик

Выбрав конкретную функцию ν, мы получили выражение для грави-
тационного ускорения (ур. (12)). Тогда круговая скорость движения ма-
териальной точки (звезды) по окружности (орбите) может быть найдена
по формуле:

v =
√
gr (14)
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Рис. 2: Кривые вращения галактик. Красным цветом показана кривая
скорости по теории MOND, рассчитанная по формуле (14). Также

представлены профили для газовой и дисковой составляющих.
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Таблица 1. Параметры галаткик

Галактика log(M), масс Солнца Расстояние, Мпк Угловой размер
NGC 1090 10.68 37.0 3.9’×1.8’
NGC 3917 10.13 18.0 5.00’×1.1’
NGC 2955 11.30 97.9 1.50’×0.7’
NGC 4157 10.80 18.0 6.70’×1.2’
NGC 2915 9.00 4.06 1.90’×0.9’
NGC 2841 11.03 14.1 8.10’×3.5’
DDO 170 9.10 15.4 1.15’×0.35’

В Таблице 1 приведены параметры некоторых галактик, а на Рис. 2
представлены наблюдаемые кривые вращения и построена кривая, со-
ответствующая теории MOND. Кривые вращения, массы и расстояния
взяты из базы данных SPARC (Spitzer Photometry and Accurate Rotation
Curves) [3]. Видно, что для большинства галактик даже такой простой
расчёт, не учитывающий множество других факторов, даёт близкие к
наблюдаемым значения скоростей. Сильное несоответствие наблюдается
для галактики NGC 2915. Стоит отметить: считается, что в этой галак-
тике имеется очень большое количество тёмной материи. Но также пред-
метом исследования является и определение точной барионной массы (в
галактике могут быть скрытые молекулярные и звездные компоненты)
[4]

Объяснение закона Талли-Фишера

Барионное соотношение Талли-Фишера - это эмпирически открытая
зависимость полной барионнной массы (т.е. суммы звездной и газовой
составлящих) спиральной галактики и максимальной круговой скорости
[5]:

M ∝ vx (15)

Параметр x лежит в диапазоне ∼ 3.5÷ 4.
Этот закон получает очень простое объяснение в рамках теории MOND.

Вспомним выражение для скорости в глубоком пределе (ур. (8)):

GMa0 = v4 (16)

G и a0 - фундаментальные физические константы, соответственно отно-
шение будет одинаковым для всех галактик, а значение скорости в глу-
боком пределе как раз соответствует маскимальной скорости вращения.
Таким образом, мы получаем соотношение Талли-Фишера с x = 4.
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SIV

Масштабная инвариантность

Масштабная инвариантность проявляется во многих фундаменталь-
ных уравнениях физики. Например, уравнения Максвелла в отсутсвии
токов и зарядов масшабно-инвариантны, уравнения Общей теории отно-
сительности при отсутствии космологической постоянной ΛE также обла-
дают этим свойством. Общей масштабной инвариантности препятствует
наличие материи, которая определяет масштабы массы, длины и време-
ни. На квантовом уровне вакуум не является масштабно-инвариантным,
из-за того, что некоторые единицы массы, длины и времени могут быть
определены на основе постоянной Планка. Но для макроскопических и
астрономических масштабов можно принять в качестве гипотезы мас-
шабную инвариантность пустого пространства. Итак, по предположе-
нию, уравнения, лежащие в основе новой теории, помимо ковариатности,
используемой в ОТО, должны быть инвариатны к следующему преобра-
зованию [6]:

ds′ = λ(t)ds (17)

λ(t) - масшабный фактор, зависящий от времени (в отличии от теории
MOND) и не зависящий от пространственных координат, в силу однород-
ности и изотропности, ds′2 = g′µνdx

′µdx′ν - элемент длины пространства-
времени в ОТО, ds2 = gµνdx

µdxν - элемент длины более общего про-
странства, в котором присутствует масштабная инвариантность. Новое
требование подразумевает переход от Римановой геометрии к новой, до-
пускающей масштабную инвариантность.

Геометрия Вейля

Основой, обеспечивающей масштабную инвариантность, может по-
служить геометрия Вейля. В ней, помимо метрического тензора gµν ,
присутствуют величины, обеспечивающие масштабную инвариантность.
Рассмотрим вектор длины ℓ, закреплённый в точке P с координатами xµ.
Теперь переместим его в точку P ′ с координатами xµ + δxµ. Его длина
изменится на:

δℓ = ℓ κµδx
µ (18)

κµ - коэффициенты метрической связи. В геометрии Вейля они явля-
ются фундаментальными величинами наравне с метрическим тензором.
Пусть над длиной производят масштабное преобразование:

ℓ′ = λ(x) ℓ (19)
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В данном случае λ может зависеть от всех координат. В силу масштабной
инвариантности длина перенесённого вектора в первом порядке малости
преобразуется как:

ℓ′ + δℓ′ = (ℓ+ δℓ)λ(x+ δx) = (ℓ+ δℓ)λ(x) + ℓ
∂λ

∂xν
δxν (20)

Обозначим: λ,ν = ∂λ
∂xν , Φ = lnλ, тогда Φ,ν = λ,ν

λ
. С учётом переобозначе-

ний получаем:

δℓ′ = λ δℓ+ℓ λ,νδx
µ = λ ℓ κνδx

ν+ℓ λ,νδx
ν = λ ℓ (κν+Φ,ν)δx

ν = ℓ′κ′
νδx

ν (21)

где было введено обозначение κ′
ν = κν + Φ,ν = κν + ∂ν lnλ. Таким обра-

зом, мы получили закон преобразования для коэффициентов метриче-
ской связи.

Если вектор перемещается паралельно вдоль змакнутого контура, то
общее изменение длины будет:

∆ℓ = (∂νκµ − ∂µκν)σ
µν (22)

σµν - бесконечно малый элемент поверхности, ограничеваемой контуром.
Заметим, что в получившейся геометрии изменение длины вектора зави-
сит от рассматриваемого пути, таким образом длины оказываются неин-
тегрируемыми. Проблему можно решить, если рассмотреть так называе-
мую интегрируемую геометрию Вейля. Как было отмеченно выше, ds′ -
это элемент длины в ОТО, т.е в Римановом пространстве. В нём κ′

ν = 0.
Из закона преобразования для коэффициентов метрической связи полу-
чаем:

κν = −Φ,ν = −∂ lnλ

∂xν
(23)

Т.е. коэффициенты метрической связи просто являются градиентом ска-
лярного поля Φ, а из равенства смешанных производных получаем, что
ур. (22) обращается в нуль, т.е перемещение вектора по замкнутому кон-
туру не изменит его длину, что эквивалетно тому, что изменение длины
не зависит от пройденного пути.

В общем случае в геометрии Вейля скаляры, векторы и тензоры пре-
образуются как:

T ′ν
µ = λnT ν

µ (24)

и называются соответственно ко-скалярами, ко-векторами и ко-тензорами
порядка n. Другой проблемой оказывается то, что обычная ковариантная
производная не является масштабно-инвариантной. Чтобы преодолеть
это, были разработаны новые производные, сохраняющие масштабную
ковариацию. Например, производные для Aµ - ко-вектора степени n:
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Aµ∗ν = ∂νAµ −∗ Γα
µνAα − nκνAµ (25)

Aµ
∗ν = ∂νAµ +

∗ Γµ
ναA

α − nκνA
µ (26)

∗Γα
µν = Γα

µν + gµνκ
α − gαµκν − gαν κµ (27)

∗Γα
µν - модифицированные символы Кристоффеля, Aµ∗ν и Aµ

∗ν - масштабно-
ковариантные производные.

В новой геометрии также тензор Римана Rν
µλρ, тензор Риччи Rν

µ и
скалярная кривизна R имеют свои масштабно-ковариантные аналоги:

Rν
µ = R′ν

µ − κ;ν
µ − κν

;µ − gνµκ
α
;α − 2κµκ

ν + 2 gνµκ
ακα (28)

R = R′ − 6κα
;α + 6κακα (29)

; обозначает обычную ковариантную производную, штрихованные вели-
чины - величины из ОТО.

Масштабно-инвариантное уравнение поля. Уравнение
движения и его нерелятивистский предел

Уравнение гравитационного поля в вакууме

Используя новые выражения для тензора Риччи и скалярной кривиз-
ны, можно записать новое уравнение гравитационного поля. Отметим,
что его также можно получить из принципа наименьшего действия.

R′
µν−

1

2
gµνR

′−κµ;ν−κν;µ−2κµκν+2 gµνκ
α
;α−gµνκ

ακα = −8πGTµν−λ2 ΛE gµν

(30)
В пустом пространстве для компонент 1,2,3 (дают одинаковый результат)
и компонеты 0 получаем:

2
κ̇0

c
− κ2

0 = −λ2 ΛE (31)

3κ2
0 = λ2 ΛE (32)

Сложив (31) и (32) получаем уравнение:

κ̇0

c
= −κ2

0 (33)

Его решение:

κ0 =
1

c t
(34)
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С другой стороны из ур. (23):

κ0 = − λ̇

c λ
(35)

Учитывая ур. (31) и (32) получаем:

3
λ̇2

c2 λ2
= λ2 ΛE (36)

2
λ̈

c2 λ2
− λ̇2

c2 λ2
= λ2 ΛE (37)

Таким образом мы получаем фундаментальное соотношение между λ и
ΛE. Если ΛE = 0, то масштабный фактор будет постоянным, и уравнения
будут аналогичны ОТО. Из первого уравнеия получаем решение для λ:

λ =
A

t
(38)

Из ур.(36) получаем:

A =

√
3

ΛE

(39)

Приняв λ = 1 в данный момент времени t0 ур. (38) можно записать в
виде:

λ =
t0
t

(40)

Уравнение движения

Перейдём к выводу уравнения движения. Сделаем это, используя
уравнение свободного движения в теории относительности. В каждой
точке пространства-времени существует локальная инерциальная систе-
ма отсчёта x′α, в которой

d2x′α

ds′2
= 0 (41)

Развернём выражение в новой геометрии:

d

ds′

(
∂x′α

∂xµ

dxµ

ds′

)
=

d

λ ds

(
∂x′α

∂xµ

dxµ

λ ds

)
= 0 (42)

d2xρ

ds2
+

∂2x′α

∂xµ∂xν

∂xρ

∂x′α
dxµ

ds

dxν

ds
+ κν

dxρ

ds

dxν

ds
= 0 (43)
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Используем модифицированные коэффициенты афинной связности (27),
которые в этом уравнении равны:

∗Γα
µν =

∂2x′α

∂xµ∂xν

∂xρ

∂x′α (44)

Подставляем:

d2xρ

ds2
+
(
Γρ
µν + gµνκ

ρ − gρµκν − gρνκµ

) dxµ

ds

dxν

ds
+ κν

dxρ

ds

dxν

ds
= 0 (45)

Приводя подобные и переобозначая через 4-скорость uµ = dxµ

ds
, получаем

окончательное выражение:

duρ

ds
+ Γρ

µνu
µuν − κµu

µuρ + κρ = 0 (46)

Приближение слабого поля

Теперь наша задача получить нерелятивистский предел (v ≪ c). Ис-
пользуем метрику, слабо отличающуюся от метрики Минковского:

gii = −1, i = 1, 2, 3 g00 = 1 +
2Φ

c2
(47)

Единственным ненулевым символом Кристоффеля является:

Γi
00 =

1

2

∂g00
∂xi

=
1

2

∂ (1 + (2Φ/c2))

∂xi
=

1

c2
∂Φ

∂xi
(48)

Также справедливо: ds ≈ cdt, ui ≈ vi

c
= dxi

cdti
и u0 ≈ 1. Единственная

ненулевая компонента коэффициентов метрической связи κν - это κ0. С
учётом приближений уравнение (46) переходит в:

1

c2
dvi

dt
+

1

c2
∂Φ

∂xi
− κ0

vi

c
= 0 (49)

Вспомним уравнение (34) и введём обозначение:

κ(t) ≡ c κ0 =
1

t
(50)

Уравнение примет вид:

dvi

dt
+

∂Φ

∂xi
− κ(t) vi = 0 (51)
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Внесём конкретику относительно потенциала Φ. Если бы в ОТО мы
рассматривали центральную точку массы M ′ с сферически симметрич-
ным потенциалом Φ′ = −GM ′

r′
, то в масштабно-инвариантной системе мы

имели бы r′ = λ r для расстояния и ρ = λ2 ρ′ для плотности (объяснение
последнего равенства можно найти в источниках [6]). Тогда:

M

r3
=

M ′

r′3
λ2 (52)

Из ур. (52) получаем соотношение для массы:

M ′ = λM (53)

При этом потенциал получается таким же:

Φ′ = −GM ′

r′
= −GM

r
= Φ (54)

Соответственно, мы можем записать ур. (51) с потенциалом, имеющим
такой же вид, как в классической теории (в декартовых координатах):

d2xi

dt2
= −GM

r2
xi

r
+ κ(t)

dxi

dt
(55)

Или в векторном виде:

d2r⃗

dt2
= −GM

r2
r⃗

r
+ κ(t)

dr⃗

dt
(56)

Мы получили аналог уравнения Ньютона для движения в центрально-
симметричном гравитационном поле. Отличие состоит в дополнительном
слагаемом в правой части с функцией κ(t). Таким образом, частица ис-
пытывает дополнительное ускорение, связанное с непостоянством мас-
штабного фактора.

Задача 2-х тел

Используя полученное нерелятивистское уравнение движения, попро-
буем решить классическую задачу 2-х тел [7]. В декартовых координа-
тах r⃗ = (x1 x2 x3)T . Посмотрим, как ведёт себя аналог углового момента
r⃗′ × dr⃗′

dt
в масштабно-инвариантной теории. Для этого вычислим следую-

щую производную:

d

dt

(
r⃗ × κ(t)

dr⃗

dt

)
=

dκ

dt

(
r⃗ × dr⃗

dt

)
+ κ(t)

d

dt

(
r⃗ × dr⃗

dt

)
(57)
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Из ур. (50) получаем производную для κ:

dκ

dt
= − 1

t2
= −κ2(t) (58)

Распишем покомпонентно слагаемые из правой части ур. (57):

−κ2(t)

(
r⃗ × dr⃗

dt

)3

= −κ2(t)

(
x1dx

2

dt
− x2dx

1

dt

)
(59)

κ(t)
d

dt

(
r⃗ × dr⃗

dt

)3

= κ(t)

(
dx1

dt

dx2

dt
+ x1d

2x2

dt2
− dx2

dt

dx1

dt
− x2d

2x1

dt2

)
(60)

Путём циклической перестановки получаем аналогичные выражения для
остальных компонент. В последнем выражении первое и третье слагаемое
сокращаются, а для второго и четвёртого из ур. (55):

x1 d
2x2

dt2
= −GM

r2
x1 x2

r
+ κ(t)x1 dx

2

dt
(61)

x2 d
2x1

dt2
= −GM

r2
x1 x2

r
+ κ(t)x2 dx

1

dt
(62)

Запишем полное выражение:

d
dt

(
r⃗ × κ(t) dr⃗

dt

)3
= −κ2(t)

(
x1 dx2

dt
− x2 dx1

dt

)
+

κ(t)
(
−GM

r2
x1 x2

r
+ κ(t)x1 dx2

dt

)
− κ(t)

(
−GM

r2
x1 x2

r
+ κ(t)x2 dx1

dt

)
= 0

Таким образом, аналог углового момента сохраняется, т.е. величина
r⃗ × κ(t) dr⃗

dt
является интегралом движения. Т.к вектор κ(t) r⃗ × dr⃗

dt
все-

гда ортогонален орбитальному движению, то движение плоское, как и в
классическом случае. Перейдём в полярные координаты и запишем:

κ(t) r2 ϑ̇ = L = const (63)

Уравнение (56) переписывается в виде:

r̈ − r ϑ̇2 = −GM

r2
+ κ(t) ṙ (64)

r ϑ̈+ 2 ṙ ϑ̇ = κ(t) r ϑ̇ (65)

Выразим угловую скорость через L и подставим в ур. (64):

r̈ −
(

L

κ(t)

)2
1

r3
+

GM

r2
− κ(t) ṙ = 0 (66)
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Чтобы получить уравнение траектории, преобразуем производные по
времени в производные по углу:

dr

dϑ
=

ṙ

ϑ̇
=

ṙ

L
κ(t) r2 (67)

Из ур. (67):

ṙ =
L (dr/dϑ)

κ(t) r2
(68)

r̈ =
L2

κ2(t) r4

(
d2r

dϑ2
− 2

(dr/dϑ)2

r

)
− κ̇(t)L (dr/dϑ)

κ2(t) r2
(69)

Подставим в ур. (66):

L2

κ2(t) r4

 d2r

dϑ2
− 2

r

(
dr

dϑ

)2
−

(
L

κ(t)

)2
1

r3
+

GM

r2
= 0 (70)

Выполним замену ρ = 1/r

d2ρ

dϑ2
+ ρ =

GM κ2(t)

L2
(71)

Полученное уравнение почти аналогично классическому, за исключе-
нием функции κ(t). Его решение: ρ = 1/r0 + C cos(ϑ) или

r =
r0

1 + e cos(ϑ)
(72)

где

r0 =
L2

GM κ2(t)
(73)

Параметр r0 - радиус круговой орбиты (в случае e = 0). Важно, что его
значение не постоянно. Вспомнив соотношение для массы M ′ = λM ,
получаем, что r растёт пропорционально времени:

r0(t) =
L2

GM ′ t
2 λ =

L2

GM ′ t0 t ∝ t (74)

t0 - момент времени, в который принято λ = 1. Эксцентриситет задаётся
формулой:

e = C
L2

GM κ2(t)
(75)

Эксцентриситет, будучи безразмерной величиной, является инвариан-
том. Таким образом, орбита - это конические сечения (эллипс, окруж-
ность, парабола, гипербола) как и в классическом случае, но с растущим
во времени орбитальным радиусом r0.
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Рассмотрим эллиптическую орбиту и запишем для большой полу-
оси a:

a =
r0

1− e2
(76)

Большая полуось также линейно растёт с течением времени:

ȧ

a
=

λ̇

λ
− 2

κ̇

κ
= − κ̇

κ
=

1

t
(77)

Особенно интересно поведение круговой скорости v:

v = r0 ϑ̇ =
L

κ(t) r0
= const (78)

Последние замечания особенно важны для объяснения поведения кри-
вых вращения в рамках теории SIV.

Применение к реальным кривым вращения

При решении задачи двух тел мы обнаружили, что в SIV проявляет-
ся эффект векового увеличения орбит. При этом скорости от времени не
зависят. Рассмотрим некий начальный момент времени t0, когда упомя-
нутые эффекты проявлялись не так сильно. Распределение скоростей в
эту ранюю эпоху выглядело как в классической теории:

v(t0, r) = v0

√√√√r0(t0)

r(t0)
(79)

где r0 - некое условное расстояние, начиная с которого применима такая
зависимость скорости от расстояния (т.е. начинается спад как 1

r
), а v0 -

скорость на этом расстоянии. Со временем орбитальный радиус растёт,
и распределение скоростей переходит в:

v(t, r) = v0

√√√√λ(t) r0(t0)

λ(t) r(t0)
= v0

√√√√r0(t)

r(t)
(80)

где r(t) > r0(t). Мы види, что область, где скорость равна v0 растёт с
течением времени, а спад начинается всё дальше и становится более по-
логим, но сохраняющим зависимость ∝ 1√

r
. Полученный результат может

объяснить, почему мы наблюдаем столь большие скорости на таких далё-
ких расстояниях. Используя формулу (80) можно построить примерный
вид кривых вращения в прошлом и настоящем. Попробуем применить
это на практике.
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Рис. 3: Кривые вращения галактик в разные эпохи. Красным цветом
показана кривая скорости в нынешнюю эпоху, синим пунктиром показаны
кривые в прошлом. Зелёным цветом показана кривая, ссответствующая

классической (Ньютоновской) теории.
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На Рис. 3 представлены наблюдаемые кривые вращения, а также
кривые, соответствующие различным эпохам, построенные в соответсвии
с формулой (80). Также построена кривая, соответствующая классиче-
ской теории. Конечно, для более корректного построения графиков необ-
ходимо знать длину "плато" , для этого необходимо измерить кривую
вращения на дальних расстояниях. В оригинальной статье Dynamical
Effects of the Scale Invariance of the Empty Space: The Fall of Dark Matter?,
Andre Maeder, AJ 2017 подобные кривые были построены для Млечно-
го пути, кривая вращения которого измерена на больших расстояниях,
где отчетливо виден спад. Из рассмотренных здесь, такое наблюдается
только для NGC 2955. Тем не менее, для галактик NGC 1090, NGC 4157
и NGC 2841 получился неплохой результат: классическая кривая соот-
ветсвует довольно ранней эпохе: ≈ 0.25 t для NGC 1090 и NGC 4157 и
≈ 0.08 t для NGC 2841 (t - настоящее время), т.е. 10-13 млрд. лет назад
- как раз тогда начали формироваться галактики. В упомянутой статье
для Млечного пути получилось ≈ 0.1 t. Для галактики NGC 2955 Нью-
тоновская кривая соответствует эпохе ≈ 0.6 t. Но для NGC 2915 и NGC
3917 классическая кривая проходит слишком низко, поэтому отнести её к
какой-то эпохе не получается. В случае NGC 2915 проблема может быть
также, как и при расчёте по теории MOND, связана со скрытой барион-
ной массой. Для NGC кривая вращения измерена на не очень больших
расстояниях (по сравнению с размером галактики), поэтому для более
корректного анализа, хотелось бы знать кривую на более дальних рас-
стояниях.

Центростремительное ускорение в уравнениях SIV

Соотношение центростремительного ускорения (Radial acceleration
relation, RAR) - это отношение между наблюдаемым нормальным уско-
рением gobs =

v2

r
и модулем гравитационного ускорения gb =

GM
r2

. В клас-
сической теории (Ньютона) они совпадают, т.е. gobs = gb = gN . В уже
рассмотренной теории MOND это отношение, по сути, выражается фор-
мулой (1), т.е. функцией ν. Посмотрим, как выглядит это соотношение в
теории SIV.

Итак, согласно ур. (56) на тело действует дополнительное ускорение
в направлении движения. Разложим ускорение g⃗ на нормальную an и
тангенсальную aτ составляющие:

g⃗ = an e⃗n + aτ e⃗τ =
v2

r
e⃗n +

v

t
e⃗τ (81)
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где e⃗n и e⃗τ - соответствующие направления. С точки зрения классической
теории полное ускорение было бы равно:

g⃗ = gN e⃗r + gx e⃗x =
GM

r2
e⃗r + gx e⃗x ≈ G (M +Mx)

r2
e⃗r (82)

e⃗r - единичный вектор, направленный к гравитирующему центру, а gx и
e⃗x показывают фиктивное возможное движение в соответствующем на-
правлении. В рамках теории тёмной материи, Mx является просто допол-
нительным вкладом от тёмной материи, и ожидается, что направления
e⃗r и e⃗x совпадут.

Введём отношение:
x ≡ aτ

gb
=

aτ
gN

(83)

И перепишем выражение для модуля ускорения g2 = a2n + a2τ , где учтём
gobs ≈ an, в следующем виде:

x2 =

(
g

gN

)2

−
(
an
gN

)2

=
(g − an) (g + an)

g2N
≈ 2 aτgobs

g2N
(84)

С учётом того, что движение в спиральных галактиках преимуществен-
но круговое и радиальная составляющая много больше, можно считать,
что gobs является основной составляющей, поэтому полное ускорение так-
же направлено приблизительно к центру вращения. Запишем gobs ≈ g =
gN + ∆g, где ∆g - прибавка к классическому выражению для ускоре-
ния, возникающая из-за дополнительного слагаемого. По смыслу x - это
разница полного ускорения и gN отнесённая к gN . С учётом выше напи-
санного:

x ≈ ∆g

gN
(85)

Тогда ур. (84) переписывается в следующем виде (где учтено gobs ≈ g):

g

gN
= 1 + k

(
g1/2

gN

)
(86)

где введено обозначение k2 = 2 aτ . Отметим, что ур. (86) также может
быть получено из связи функции κ и постоянной Хаббла H:

x =
κ v2r

GM
=

H0

ξ

v2 r

GM
=

H0

ξ

(r gobs)
1/2

gbar
∝ (r gobs)

1/2

gbar
(87)

где ξ = H(t)
κ(t)

- отношение постоянной Хаббла и функции κ. Далее, если
рассмотреть две системы отсчёта и поделить выражения (87), записан-
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ные в разнах системах отсчёта друг на друга (чтобы сократить зависи-
мость от r), можно получить ур. (86), но с коэффициентом k:

k =

(
g − gN√

g

)
1

(88)

где цифра (1) означает одну из рассматриваемых систем отсчёта. Таким
образом, получаются две абсолютно разные интерпретации коэффици-
ента k, одна из которых связана с сравнением двух систем отсчёта, а
другая нет.

Уравнение (86) является квадратным относительно g:

g2 − (2 gN + k2)g + g2N = 0 (89)

С двумя решениями:

g = gN +
k2

2
± 1

2

√
4gN k2 + k4 (90)

Физическим является только решение с ”+ ”, т.к. обычно g оказывается
больше gN .

У полученного выражения есть три важных предела:

• g −→ gN , при gN ≫ k2 - классический предел в сильных полях (на-
пример массивное притягивающее тело или очень плотная среда)

• g −→ gN +
√
gN k2, при gN больше k2 ∼ на 2 порядка - промежу-

точное значение

• g −→ k2, при gN −→ 0 - некое фоновое ускорение, которое есть
даже при отсутствии гравитационного взаимодействия.

Произведём некоторые оценки для величины фонового ускорения. Во-
первых, при gN −→ 0

k2 −→ min[gN ] = min
[
GM

r2

]
= min

[
4π

3
Gρ̄r

]
(91)

Среднюю плотность вешества можно оценить как ρ̄ = Ωmρc, где крити-
ческая плотность ρc =

3H2
0

8πG
, тогда получается оценка k2 ∼ H2

0r. r будет
разумно оценить как некую долю f от величины c

H0
. Итого, получаем:

k2 ∼ 1

2
f ΩmcH0 (92)
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С другой стороны k2 также можно оценить как

k2 ∼ aτ =
v

t
=

H0Rlim

t0
=

H0 c t0
t0

= H0c (93)

- верхняя оценка через крупномасшабные космологические постоянные
(t0 - возраст Вселенной) Похожие оценки также были справедливы для
граничной постоянной a0 из MOND (соотношение (13)), но всё-таки, k2

несколько меньше из-за параметра f , который обязательно меньше еди-
ницы. Свой вклад в уменьшение k2 также вносит наличие материи через
коэффициент Ωm.

Сравнение с экспериментальными данными и MOND

В статье Scale-Invariant Dynamics of Galaxies, MOND, Dark Matter, and
the Dwarf Spheroidals, Andre Maeder and Vesselin G. Gueorguiev, MNRAS
2019 [6] формулу (90) использовали для аппроксимации RAR (т.е зависи-
мости наблюдаемого цетростремительного ускорения от гравитационно-
го Ньютоновского), полученной из кривых вращения для 240 галактик.
В результате получилось следующее значение k2:

k2 = 10−10.85 м/c2 = 1.41 · 10−11 м/c2

Заметим, что порядок величины совпадает с произведёнными оценками.
Если взять H0 = 70 км/с, Ωm = 0.20 или 0.30, то для f получим ≈ 0.21
или 0.14 соответственно.

Рассмотрим зависимость центростремительного ускорения от рассто-
яния на примере нескольких галактик. Наблюдаемое значение определя-
ется из кривой вращения по формуле:

gobs =
v2

r
(94)

а погрешность для него:

σgobs =
2v σv

r
(95)

Эти значения будем сравнивать с теоретическими кривыми, соответству-
ющим классической теории, теории MOND и SIV. Кривая MOND рас-
считывается по формуле (12), SIV по формуле (90) с приведённым выше
значением параметра k2.
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Рис. 4: Зависимость центростремительного ускорения от расстояния для
некоторых галактик. Зелёным цветом показана кривая, соответствующая

классической (Ньютоновской теории), красным - MOND, синим - SIV.
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На Рис. 4 представлены рассчитанные экспериментальные и теоре-
тические зависимости. Для галактик NGC 1090, NGC 4157 и NGC 2955
данные лучше аппроксимирует кривая SIV, для NGC 3917 лучше кривая
MOND. Для галактик NGC 2915 (как и прежде) и NGC 2841 наблюда-
ется отклонение от всех кривых.

Итоги и выводы
Применив рассмотренные теории к расчёту кривых вращений галак-

тик, можно сделать вывод, что они действительно способны объяснить
их аномальное поведение без введения тёмной материи. Очевидно, что
данная тема заслуживает дальнейшего изучения. Перечислим возмож-
ные направления:

• Дальнейшая теоретическая разработка MOND. К сожалению, из
постулатов MOND можно получить лишь ассимптотику для ап-
проксимирующей функции, но её конкретный вид пока не известен.
Остаётся подбирать подходящую под эксперимент функцию, наде-
ясь, что в будущем её вид будет обоснован теоретически. В насто-
ящее время существует несколько вариантов развития теории [8],
но консенсуса пока нет.

• Измерение кривых вращения на больших расстояниях поможет в
проверке гипотезы о расширении галактик, возникающей в теории
SIV. Пока лишь для немногих галактик кривые вращения измерены
на таких больших расстояниях.

• Поиск связи теорий между собой и с классической физикой. Оче-
видно, что между MOND и SIV прослеживается некая связь. В
обеих теориях присутствует масштабная инвариатность в качестве
одного из основных постулатов, также получаются схожие ассимп-
тотики для центростремительного ускорения, а параметры a0 и
k2 связаны с космологическими постоянными. В недавней статье
MOND as a peculiar case of the SIV theory [9] эта связь была ис-
следована более подробно, в частности ассимптотика MOND была
получена как предел теории SIV для систем с динамическим ма-
стшабом времени до нескольких сотен миллионов лет (т.е. где λ
можно считать константой), а также была найдена связь между a0
и Ωm.

• Учёт более сложных факторов при расчёте может объяснить на-
блюдаемое несоответствие для некоторых галактик.
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• Теория SIV имеет своё приложение не только в объяснении поведе-
ния кривых вращения галактик, но и в космологии, например при
объяснении ускоренного расширения Вселенной [10] или динамики
галактических скоплений [7]. Соответственно, необходимо прове-
рять данные теории и на других явлениях, с объяснением которых
стандартная физика пока не справляется.
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