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Ââåäåíèå.

Ïðåäìåòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûå òåîðèè ñ ëàãðàíæèàíàìè,

ñîäåðæàùèìè ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, îäíàêî ïðèâîäÿùèìè ê óðàâíå-

íèÿì ïîëÿ, íå ñîäåðæàùèì ïðîèçâîäíûå âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà [1], [2], [3],

[4], [5], [6]. Îíè ïîçâîëÿþò ñîçäàâàòü ñòàáèëüíûå êîíôèãóðàöèè, íàðóøàþ-

ùèå èçîòðîïíîå óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè (Null Energy Condition, NEC):

Tµνη
µην > 0, (1)

äëÿ ëþáîãî ñâåòîïîäîáíîãî âåêòîðà ηµ. Â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëü-

íîñòè, äåéñòâèå äëÿ òàêèõ ìîäåëåé èìååò âèä (ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ëè-

íåéíûå ïî âòîðûì ïðîèçâîäíûì ÷ëåíû):

S =

∫
dd+2x

√
−g
(
− R
2κ

+ L
)
, (2)

ãäå

L = F (π,X) +K(π,X)�π, X = ∂µπ∂
µπ, �π = ∇µ∇µπ. (3)

Ýòè ìîäåëè ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ, ïîòîìó êàê ïðè îïðåäåëåííûõ

óñëîâèÿõ íå ñîäåðæàò íè äóõîâûõ, íè ãðàäèåíòíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé, êîòî-

ðûå ÷àñòî âîçíèêàþò â ìîäåëÿõ, íàðóøàþùèõ NEC. Â äàííîé ðàáîòå ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ãàëè-

ëåîíàìè, äîïóñêàþùèõ ðåøåíèå â âèäå ñòàòè÷åñêèõ êðîòîâûõ íîð [8], [9]. Êàê

èçâåñòíî ([10], [11]), ïîñëåäíèå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷-

íûå îáúåêòû, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêèå íà áåñêîíå÷íîñòè, ñîåäèíåííûå óçêîé

ãîðëîâèíîé, ëèáî ñ äðóãîé òàêîé æå àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîé ÷àñòüþ, ëèáî ñ

ïîëóçàìêíóòîé âñåëåííîé.

Ðàíåå áûëî äîêàçàíî [9], ÷òî ñîçäàíèå ïåðâîãî èç äâóõ ýòèõ òèïîâ êðî-

òîâûõ íîð â òåîðèÿõ ñ ãàëèëåîíàìè íåâîçìîæíî: ïîïûòêà ñîçäàíèÿ ñ íåèç-

áåæíîñòüþ ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ñèíãóëÿðíîñòè. Â äàííîé ðàáîòå ðàñ-

ñìàòèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ êîíôèãóðàöèè, ïðåäñòàâëÿþùåé èç ñåáÿ
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âòîðîé òèï êðîòîâûõ íîð ("ïîëóçàìêíóòûé ìèð") è ñâîáîäíîé îò äóõîâûõ è

ãðàäèåíòíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâåäåí îáùèé âèä ìåòðèêè òàêèõ êîíôèãóðàöèé, çàïè-

ñàíû óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà è íàéäåíû óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ äóõîâûõ è ãðàäè-

åíòíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíêòðåòíàÿ êîíôèãóðàöèÿ è èññëåäó-

åòñÿ åå óñòîé÷èâîñòü. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â íåé îòñóòñòâóþò ëèøü äóõîâûå, íî

íå ãðàäèåíòíûå íåóñòîé÷èâîñòè. Íàéäåí ëàãðàíæèàí, äîïóñêþùèé â êà÷åñòâå

ðåøåíèÿ òàêóþ ïîëåâóþ êîíôèãóðàöèþ.

Â òðåòüåé ãëàâå ñíîâà ðàññìîòðåíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â îáùåì âèäå è

ïîêàçàíà íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ êîíôèãóðàöèé ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà,

ñâîáîäíûõ îäíîâðåìåííî è îò äóõîâûõ, è îò ãðàäèåíòíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé.
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1 Âèä ìåòðèêè. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè.

1.1 Ìåòðèêà

Â îáùåì âèäå, ìåòðèêà òàêèõ îáúåêòîâ âûãëÿäèò êàê

ds2 = a2(r)dt2 − b2(r)− c2(r)γαβdx
αdxβ, (4)

ãäå xα è γαβ - êîîðäèíàòû è ìåòðèêà d-ìåðíîé ñôåðû.

Äëÿ ñîäàíèÿ òðåáóåìîé êîíôèãóðàöèè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ôóíêöèÿ c(r) óäî-

âëåòâîðÿëà ñëåäóþùèì àñèìïòîòè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì:

a→ 1, b→ 1, c→ r, ïðè r → 0, (5)

a→ 1, b→ 1, c→ r − r0, ïðè r → +∞. (6)

1.2 Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

Âûáåðåì êàëèáðîâêó a(r) = 1
b(r) , âàðüèðîâàíèåì ïî ìåòðèêå ïîëó÷èì

óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà:

Gµ
ν = κT µν , κ = 8πG, (7)

íèæå âåçäå áóäåì ñ÷èòàòü κ = 1, ãäå:

G0
0 = 2a2

[
− a′c′

ac
− c′′

c
− 1

2

(
c′2

c2
− 1

a2c2

)]
, (8)

Gr
r = −2a2

[
a′c′

ac
+

1

2

(
c′2

c2
− 1

a2c2

)]
, (9)

Gα
β = δαβG

Ω, (10)

GΩ = −a2

[
a′′

a
+
a′2

a2
+

(
c′′

c
+ 2

a′c′

ac

)]
.

Ïîêàæåì, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ òèïà "ïîëóçàìêíóòûé ìèð"ñ íåîáõîäèìîñòüþ

íàðóøàåò èçîòðîïíîå óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè. Äëÿ òàêîé ìåòðèêè îíî

äàåò

T 0
0 − T rr = G0

0 −Gr
r = −a2c

′′

c
. (11)
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Åñëè âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè, îòðèöàòåëüíà, òî NEC íàðóøåíî,

÷òî è ïðîèñõîäèò. Äåéñòâèòåëüíî, èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî âòîðàÿ

ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè äîëæíà èìåòü ó÷àñòêè ïîëîæèòåëüíîñòè, òîãäà êàê

ñàìà ôóíêöèÿ c âñþäó ïîëîæèòåëüíà.

Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà èìååò âèä

T 0
0 = −F − π′2Kπ + 2π′2π′′KX , (12)

T rr = −F + π′2Kπ + 2π′3
(
a′

a
+ 2

c′

c

)
KX − 2π′2FX , (13)

T αβ = δαβT
Ω, TΩ = T 0

0 . (14)

(Çäåñü è äàëåå d = 2). Â êàëèáðîâêå π = r èìååì ñëåäóþùóþ âàæíóþ äëÿ

äàëüíåéøåãî êîìáèíàöèþ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà:

FX −Kπ = 2a2c
′

c
KX − a2c

′′

c
, (15)

F

a2
+Kπ − 2aa′KX = 2

a′c′

ac
+ 2

c′′

c
+

(
c′2

c2
− a2

c2

)
. (16)

1.3 Óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè

Ðàññìîòðèì âîçìóùåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôîíîâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïî-

ëÿ, êîòîðîå ïîëàãàåòñÿ ñòàòè÷åñêèì è ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì: π = πc(r)+

χ. Ëàãðàíæèàí âîçìóùåíèé îòíîñèòåëüíî ôîíîâîãî ðåøåíèÿ â îáùåì âèäå

èìååò âèä

L(2) =
[
FX +KX�π −Kπ +∇ν(KX∇νπ)−K2

XX
2
]
∇µχ∇µχ+

+ [2(FXX +KXX�π)∇µπ∇νπ − 2(∇µKX)∇νπ − 2KX∇µπ∇νπ+

+ 4K2
XX∇µπ∇νπ]∇µχ∇νχ, (17)

à â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ôîíîâîãî ðåøåíèÿ, ïðèìåíÿÿ (15), èìå-

åì:

L(2) = a−2G00χ̇2 − a2Grrχ′2 − c−2GΩγαβ∂αχ∂βχ, (18)
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G00 = −Q′ −Q2, (19)

GΩ = −Q′ −Q2 + 2

(
Q− c′

c

)(
c′

c
− a′

a

)
, (20)

Grr = −Q′ + 3Q2 − 4

(
a′

a
+ 2

c′

c

)
Q+ 4

a′c′

ac
− 2

c′′

c
+ 6

c′2

c2
−

− 2a2FXX + 4a4

(
a′

a
+
c′

c

)
KXX . (21)

(π′ = 1), ãäå

Q = a2KX +
c′

c
. (22)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå áûëî íè äóõîâûõ, íè ãðàäèåíòíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé, íåîá-

õîäèìî íàëîæèòü ñëóäóþùèå óñëîâèÿ:

G00 > 0, GΩ ≥ 0, Grr ≥ 0. (23)

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ êîíôèãóðàöèè,

äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ïåðâîå èç ýòèõ òðåõ óñëîâèé. Â òðåòüåé ãëàâå áóäåò

äîêàçàíî, ÷òî ñîçäàíèå êîíôèãóðàöèè, äëÿ êîòîðîé â ëþáîé òî÷êå áûëè áû

âûïîëíåíû ïåðâûå äâà óñëîâèÿ íåâîçìîæíî.
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2 Ðàññìîòðåíèå êîíêðåòíîé êîíôèãóðàöèè.

2.1 ßâíûé âèä ôóíêöèè c(r)

Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòüñÿ ñ âûáîðîì ôóíêöè-

èè c(r). Ïåðå÷èñëèì óñëîâèÿ, êîòîðûì îíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü. Äëÿ òîãî,

÷òîáû ðàññìàòðèâàåìàÿ êîíôèãóðàöèÿ äåéñòâèòåëüíî îïèñûâàëà êðîòîâóþ

íîðó òèïà "ïîëóçàìêíóòûé ìèð", íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû íà áåñêî-

íå÷íîñòè è â íóëå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè c(r) îáðàùàëàñü â íîëü. Òàê-

æå íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðèñóòñòâîâàë çíà÷èòåëüíûé ó÷àñòîê, íà êîòîðîì ïåð-

âàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè c(r) îòðèöàòåëüíà. Â êà÷åñòâå ïåðâîé ïðîçâîäíîé

c áûëà âûáðàíà ôóíêöèÿ

c′(r) = 1− r0r
5e−r

2

, (24)

÷òî äàåò

c(r) = r − r0

[
1−

(
1 + r2 +

r4

2

)
e−r

2

]
. (25)

(ñì ðèñ. 2).

Îòìåòèì, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ (24) ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ïðîñòîé èç óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ íàøèì òðåáîâàíèÿì, ïîòîìó êàê êîíôèãóðàöèè ñ ìåíüøåé ñòåïåíüþ r

ëèáî èì íå óäîâëåòâîðÿþò, ëèáî ïðèâîäÿò íåâîçìîæíîñòè âûðàçèòü c â ýëå-

ìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ.

Ðèñ. 1: Âûáðàííàÿ íàìè ôóíêöèÿ c(r) äëÿ r0 = 1.6, r0 = 2.0, r0 = 2.4.
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2.2 Äàëüíåéøåå íàõîæäåíèå ìåòðèêè

Çíàÿ, ÷òî T 0
0 = TΩ, ïîëó÷àåì, ÷òî G0

0 = GΩ, êîòîðîå â íàøåé êàëèáðîâêå

ab = 1 äàåò

γ′′u− u′′γ + 2 = 0, γ = a2, u = c2. (26)

Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ

γ = u

 ∞∫
r

2r̃

u2(r̃)
dr̃

 , (27)

Îäíàêî âçÿòü èíòåãðàë àíàëèòè÷åñêè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ðåçóëü-

òàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ r0 = 2 ïðèâåäåíû íà ðèñ.2. Ïîâåäåíèå

Ðèñ. 2: Ôóíêöèÿ a(r) äëÿ âûáðàííîé íàìè ôóíêöèè c(r) ñ r0 = 2.0.

âáëèçè íóëÿ îòñþäà íå ÿñíî, ïîòîìó êàê âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà îò áåñêîíå÷-

íîñòè ïðèâèäèò ê íàêîïëåíèþ îøèáêè. Àñèìïòîòèêó â íóëå îäíàêî íå ñëîæíî

âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè

γ(r)|r→0 = 1− 7r0

9
r5 +O

(
r7
)
, (28)

îòêóäà âèäíî, ÷òî a(r) äîñòàòî÷íî ãëàäêî ñåáÿ âåäåò â íóëå è óñëîâèå (5) âû-

ïîëíåíî (ïðîâåðêà óñëîâèé íà áåñêîíå÷íîñòè íå ïðåäñòàâëÿåò íèêàêîé ñëîæ-

íîñòè).
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2.3 Ðàññìîòðåíèå óñëîâèé ñòàáèëüíîñòè

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ïåðâîå èç ýòèõ óñëîâèé (óñëî-

âèå îòñóòñòâèÿ äóõîâûõ íåóñòîé÷èâîñòåé). Ðàññìîðèì â íà÷àëå ýòî óñëîâèå

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ãàëèëåîííûé ÷ëåí â ëàãðàíæèàíå îòñóòñòâóåò, KX = 0 (â

ñëó÷àå, êîãäà K 6= 0, à KX = 0, ÷ëåí K(π)�π ìîæåò áûòü ñâåäåí ê F (X, π)

èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì). Èìååì:

Q =
c′

c
, G00 = −c

′′

c
. (29)

Ïîäñòàâëÿÿ àñèìïòîòèêè âûáðàííûõ íàìè ôóíêöèé ìåòðèêè â íóëå è íà áåñ-

êîíå÷íîñòè, íàõîäèì

G00|r→0 = r0r
3
(
1 +O

(
r2
))
≥ 0,

G00|r→∞ = −2r0r
5e−r

2

(
1 +O

(
1

r

))
< 0,

Îòêóäà âèäíî, ÷òî ïðè K = 0 ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî íà áåñêîíå÷íîñòè.

2.4 Ðåøåíèå ïðîáëåìû äóõîâûõ íåóñòîé÷èâîñòåé

Ïîëîæèì

Q =
1

r
− r

r2 + λ2
, (30)

÷òî äàåò

G00 =
3λ2

(r2 + λ2)2 > 0, (31)

è, òåì ñàìûì, óñòðàíÿåò äóõîâóþ íåóñòîé÷èâîñòü.

2.5 Íàõîæäåíèå ëàãðàíæèàíà â ÿâíîì âèäå

Èç (22) è (30) íàõîäèì

KX =
1

a2

[
1

r
− r

r2 + λ2
− c′

c

]
. (32)
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Äî ýòîãî ìîìåíòà, ìû ðàññìàòðèâàëè ïðîèçâîëüíûå ëàãðàíæèàíû âèäà (3).

Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáíî ðàññìîòðåòü ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà

F = α(π)X − V (π),

K = β(π)X.

Îòêóäà, ïîìíÿ ÷òî X = a2, íàõîäèì

FX = α, F = a2α− V,

KX = β, Kπ = β′a2

Òåïåðü íå ñîñòàâëÿåò òðóäà è âû÷èñëèòü âñå îñòàëüíûå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå

â ëàãðàíæèàí:

β(π) = KX =
1

a2

[
1

π
− π

π2 + λ2
− c′

c

]
, (33)

Kπ = a2β′(π). (34)

Äàëåå, ïîëüçóÿñü (15), íàõîäèì:

α(π) = FX = Kπ + a2

[
2
c′

c
KX −

c′′

c

]
, (35)

à èç (16) ïîëó÷àåì:

F = −a2Kπ − 2a3a′KX + 2
a′ac′

c
+ 2

c′′a2

c
+ a2c

′2 − a2

c
, (36)

V (π) = a2FX − F. (37)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí ëàãðàíæèàí, äîïóñêàþùèé ðåøåíèå â âèäå íàøåé

êîíôèãóðàöèè.

2.6 Ïëîñêèé ïðåäåë

Ñíîâà ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå êîíôèãóðàöèè â àñèìïòîòèêàõ. Íàì íåîáõî-

äèìî, ÷òîáû â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè íàø èñõîäíûé ëàãðàíæèàí ãàëèëåîíà

ïåðåõîäèë â ëàãðàíæèàí îáû÷íîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ:

L −→ 1

2
(∂µφ)

2 . (38)
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Ðåøåíèå óðàâíåíèé ïîëÿ äëÿ òàêîãî ëàãðàíæèàíà õîðîøî èçâåñòíî,

φ =
q

r
, q = const. (39)

Âñïîìèíàÿ, ÷òî â íàøåé êàëèáðîâêå π = r, ïîëó÷àåì ñâÿçü ïîëåâûõ ïåðåìåí-

íûõ φ è π:

π =
q

φ
. (40)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ëàãðàíæèàí, è ó÷èòûâàÿ, ÷òîXπ = X = 1
b2 = a2,

ïîëó÷àåì ÷òî ëàãðàíæèàí ïåðåõîäèò â

L −→ F =
q2

2r4
Xπ =

q2

2π4
a2, FX = FXπ

−→ q2

2r4
. (41)

Òåïåðü, ïîëüçóÿñü (15), íàõîäèì, èñïîëüçóÿ òå æå àñèìïòîòèêè, äëÿ K = 0:

FX |r→∞ = −a2c
′′

c
|r→∞ = −2r0r

5e−r
2

,

FX |r→0 = −a2c
′′

c
|r→0 = −r0r

3,

Âèäíî, ÷òî ïîëó÷èâøèåñÿ àñèìïòîòèêè ñëàáåå, ÷åì àñèìïòîòèêè îáû÷íîãî

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, à çíà÷èò q = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè

íàøå ãàëèëåîííîå ïîëå ñîîòâåòñâóåò îáû÷íîìó ñêàëÿðíîìó ïîëþ ñ íóëåâûì

çàðÿäîì.
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3 Îáùàÿ çàïðåùàþùàÿ òåîðåìà.

3.1 Ôîðìóëèðîâêà è ïðåîáðàçîâàíèå óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè

Â äàííîé ãëàâå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñîçäàíèå êîíôèãóðàöèé ðàññìàòðèâàåìî-

ãî âèäà, ñâîáîäíûõ îäíîâðåìåííî è îò äóõîâûõ, è îò ãðàäèåíòíûõ íåóñòîé÷è-

âîñòåé íåâîçìîæíî. Åäèíñòâåííûì ïðåäïîëîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ôóíê-

öèÿ c(r) èìååò òàêîé âèä, êàê îáñëóæäàëîñü â íà÷àëå, äëÿ òîãî, ÷òîáû îïè-

ñûâàòü êðîòîâóþ íîðó òèïà ”ïîëóçàìêíóòûé ìèð”, òî åñòü èìååò ñëåäóþùèå

àñèìïòîòèêè â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè:

c|r→0 → r, (42)

c|r→∞ → r − r0, (43)

è a(r)→ 1, b(r) = 1
a(r) → 1 ïðè r → 0, r →∞.

Ðàññìîòèðèì (22) è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé

Q =
1

r
+ q. (44)

Ïåðâûå äâà óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (23) â òåðìèíàõ q äàþò:

G00 = −q′ − 2q

r
− q2 > 0, (45)

GΩ = −q′ − 2q

r
− q2 + 2

(
q +

1

r
− c′

c

)(
c′

c
− a′

a

)
> 0. (46)

3.2 Ïîâåäåíèå â 0

Ðàññìîòðèì óñëîâèå (45) âáëèçè íóëÿ è ïîêàæåì, ÷òî îíî ñ íåîáõîäèìî-

ñòüþ òðåáóåò q < 0 â íåêîòîðîé îáëàñòè âáëèçè íóëÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-

íîå: q > 0. Â òàêîì ïðåäïîëîæåíèè q ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì r.

Èç òðåáîâàíèÿ íåñèíãóëÿðíîñòè KX â 0:

q|r→0 <∞, q|r→0 = o

(
1

r

)
,

2q

r
>> q2, (47)

è çíà÷èò

G00 ≈ −q′ − 2q

r
> 0,
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÷òî ïðè q > 0 ýêâèâàëåíòíî

−dq
q
> 2

dr

r
>
dr

r
.

ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî, ïîñêîëüêó r > 0 è dr > 0.

Èíòåãðèðóåì â ïðåäåëàõ îò r1 äî r2 òàêèõ, ÷òî q > 0 íà âñ¼ì èíòåðâàëå

(r1, r2):

q1

q2
>
r2

r1
èëè q1r1 > q2r2. (48)

Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ o
(

1
r

)
:

qr =
q

1/r
→ 0 ïðè r → 0,

à ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó r2 > r1 è q ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ:

q2r2 > q1r1. (49)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (48) è (49) ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ââèäó ñòðîãîñòè

íåðàâåíñòâà â (48).

Ñëåäîâàòåëüíî q < 0 âáëèçè 0.

3.3 Ïîâåäåíèå íà ∞

Â ïðåäåëå r →∞ ïðèìåì ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè äëÿ c(r) è a(r):

c→ r − r0 ⇒
c′

c
→ 1

r − r0
=

1

r
+
r0

r2
+ o

(
1

r2

)
(50)

a→ 1− M

r
⇒ a′

a
→ M

r2
= O

(
1

r2

)
. (51)

Òîãäà GΩ ïðèìåò âèä:

GΩ = −q′ − 2q

r
− q2 + 2

(
q +

1

r
− c′

c

)(
c′

c
− a′

a

)
= −q′ − 2q

r
− q2 + 2

(
q − r0

r2
+ o

(
1

r2

))(
1

r
+O

(
1

r2

))
= −q′ − q2 − 2r0

r3
+O

( q
r2

)
+ o

(
1

r3

)
(52)
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Ïîêàæåì, ÷òî q > 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå (q < 0), ïîñêîëüêó q =

o
(

1
r

)
, òî q′ > 0: ôóíêöèÿ q ñòðåìèòñÿ ê 0 ñíèçó, ñëåäîâàòåëüíî âîçðàñòàåò.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî a2KX ñòðåìèòñÿ ê 0 áûñòðåå, ÷åì c′

c ≈
1
r , áóäåì ñ÷èòàòü

âíîâü, ÷òî

q|r→∞ = o

(
1

r

)
, O

( q
r2

)
= o

(
1

r3

)
, (53)

è âûðàæåíèå äëÿ GΩ ïðèíèìàåò âèä:

GΩ = −q′ − q2 − 2r0

r3
+ o

(
1

r3

)
(54)

Òàêèì îáðàçîì, GΩ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñóììó òð¼õ îòðèöàòåëüíûõ ñëàãàå-

ìûõ � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò q > 0.

Åñëè a2KX ïîðÿäêà α
r , òî ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà â óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

òàêæå ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Åñëè æå a2KX óáûâàåò ìåäëåííåå, ÷åì 1
r , èìååì, ÷òî ýòîò ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ

ãëàâåíñòâóþùèì â Q, à òàêæå îòðèöàòåëüíûì, ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ,

÷òî íåâîçìîæíî â ñâÿçè ñ àãðóìåíòîì, âûñêàçàííûì â [9] (èíòåãðèðóÿ Q′

Q2 è

óñòðåìëÿÿ îäèí èç ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî

îòðèöàòåëüíîñòü Q ïðèâîäèò ê ñèíãóëÿðíîñòè êîíôèãóðàöèè).

Òàêèì îáðàçîì ïîêàçàíî, ÷òî q > 0 íà ∞.

3.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî:

• q < 0 âáëèçè 0,

• q > 0 íà ∞.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà, â êîòîðîé q = 0, à q′ > 0. Â ýòîé òî÷êå

G00 < 0. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûõ óñòîé÷èâûõ êîíôèãóðàöèé íå ñóùåñòâóåò.
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Âûâîäû.

Â ðàáîòå ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âîçìîæíîñòü ïîñòîðåíèÿ êîíôèãóðàöèè â

âèäå êðîòîâîé íîðû òèïà "ïîëóçàìêíóòûé ìèð", ñâîáîäíîãî îò äóõîâûõ íåóñòîé-

÷èâîñòåé. Äëÿ ïðåäúÿâëåíííîé êîíôèãóðàöèè íàéäåí ëàãðàíæèàí, àñèìïî-

òîòèêè ìåòðèêè â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè, à òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî âáëèçè íóëÿ

è íà áåñêîíå÷íîñòè òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó ñêàëÿðíîìó

ïîëþ ñ íóëåâûì çàðÿäîì.

Äîêàçàíî îáùåå óòâåðæäåíèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïîñòðîåíèå êîíôèãóðà-

öèè òèïà "ïîëóçàìêíóòûé ìèð", ñâîáîäíîé îäíîâðåìåííî è îò äóõîâûõ, è îò

ãðàäèåíòíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé, â ðàìêàõ òåîðèè ñ ãàëèëåîíûì ïîëåì íåâîç-

ìîæíî.
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