
Ìîíîïîëü 'ò Õîîôòà�Ïîëÿêîâà.
Ìîäåëü Äæîðäæè�Ãëýøîó: êàëèáðîâî÷íàÿ òåîðèÿ SU(2) ñî ñêàëÿðíûì ïîëåì φ â ïðè-

ñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè,
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Â óíèòàðíîé êàëèáðîâêå: ìîæíî âûáðàòü âàêóóì φa = vδa3, òîãäà íåíàðóøåííàÿ ïîäãðóï-
ïà U(1) ñîîòâåòñòâóåò ãåíåðàòîðó τ 3/2, ïîëå A3

µ áåçìàññîâîå (�ýëåêòðîìàãíèòíîå�).
Ñòàòè÷åñêèå ñîëèòîíû óäîáíî èñêàòü â êàëèáðîâêå Aa0 = 0. Óñëîâèå êîíå÷íîñòè ýíåðãèè

φaφa = v2 ïðè |x| → ∞ ïðèâîäèò ê îòîáðàæåíèþ S2
∞ → S2

vac, π2(S
2) = Z.

Ïîäñòàíîâêà
φa = nav (1−H(r)) ,

Aai =
1

gr
εaijnj (1− F (r))

ïðîõîäèò ÷åðåç óðàâíåíèÿ. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

F (∞) = H(∞) = 0,

F (r) = 1 +O(r2) ïðè r → 0,

H(r) = 1 +O(r) ïðè r → 0.

Ïðè îòîæäåñòâëåíèè íåíàðóøåííîé U(1) ñ ýëåêòðîìàãíåòèçìîì òàêîé ñîëèòîí èìååò ìàã-
íèòíûé çàðÿä gM = 1/g. Â ÿâíîì âèäå íàéòè ðåøåíèå óäàåòñÿ â ïðåäåëå Áîãîìîëüíîãî
(BPS), λ→ 0. Òîãäà óñòîé÷èâûé ñîëèòîí � ðåøåíèå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

Diφ
a = Ha

i ,

ãäå Ha
i = −1

2
εijkF

a
jk.

Ïåðåâåñòè ïîëå èç êàëèáðîâêè A0 = 0, ãäå φa = nav ïðè r → ∞, â óíèòàðíóþ êà-
ëèáðîâêó, ãäå φa = vδa3 ïðè r → ∞, âñþäó ðåãóëÿðíûì êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì
íåëüçÿ. Ìîæíî îïðåäåëèòü êàëèáðîâî÷íóþ ôóíêöèþ ωN , ðåãóëÿðíóþ âåçäå, êðîìå ìàëîé
îêðåñòíîñòèÞæíîãî ïîëþñà, è ωS, ðåãóëÿðíóþ âåçäå, êðîìå ìàëîé îêðåñòíîñòè Ñåâåðíîãî
ïîëþñà. Òîãäà Ω = ωSω

−1
N ïðèíàäëåæèò íåíàðóøåííîé U(1) ïîäãðóïïå è ðåãóëÿðíî âåçäå,

êðîìå ìàëûõ îêðåñòíîñòåé ïîëþñîâ. Íà ýêâàòîðå îòîáðàæåíèå S1
ýêâàòîð

→ U(1) îïðåäåëÿåò
òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ. Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ n ñâÿçàíà ñ ìàãíèòíûì çàðÿäîì
ñîëèòîíà gM = n/g.

Èíñòàíòîíû â òåîðèè ßíãà�Ìèëëñà.
Èçó÷èì ÷èñòî êàëèáðîâî÷íóþ òåîðèþ ñ ãðóïïîé SU(2) â (3 + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-

âðåìåíè.
Êëàññè÷åñêèå âàêóóìû â êàëèáðîâêå A0 = 0:

Ai = ω∂iω
−1, ω(x) ∈ SU(2).

• Ai(|x| → ∞) èçìåíÿåòñÿ ⇒ áåñêîíå÷íî âûñîêèé áàðüåð;

• èíà÷å, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ω(|x| → ∞) = 1.
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Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ âàêóóìîâ (ñòàòè÷åñêèõ ðåøåíèé â ïðîñòðàíñòâå Ìèí-
êîâñêîãî): îòîáðàæåíèå ω(x) ñ óñëîâèåì ω(|x| → ∞) = 1 ñîîòâåòñòâåò îòîáðàæåíèþ S3

(âñåãî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ îòîæäåñòâëåííîé ãðàíèöåé) â SU(2) � ìíîæåñòâî âà-
êóóìîâ, ïàðàìåòðèçóåìûõ ω. Ñîîòâåòñòâóþùåå òîïîëîãè÷åñêîå ÷èñëî

n(ω) =
1

24π2

∫
d3x εijk Tr

(
ω∂iω

−1 ω∂jω
−1 ω∂kω

−1) .
Èíñòàíòîíû � êîíôèãóðàöèè ñ êîíå÷ûì åâêëèäîâûì (4 + 0) äåéñòâèåì. Êîíå÷íîñòü

äåéñòâèÿ ⇒ âîçìîæíûå àñèìïòîòèêè ïðè r ≡ √xµxµ →∞: Fµν → 0, òî åñòü Aµ = ω∂µω
−1,

ω(x) ∈ SU(2). Îòîáðàæåíèå ãðàíèöû 4-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (S3) âî ìíîæåñòâî âîçìîæ-
íûõ àñèìïòîòèê (ïàðàìåòðèçóåìîå SU(2)) îïðåäåëÿåò òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ
èíñòàíòîíîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå òîïîëîãè÷åñêîå ÷èñëî

Q = − 1

16π2

∫
d4x Tr

(
FµνF̃µν

)
,

ãäå F̃µν = 1
2
εµνρλFρλ. Ìèíèìóì åâêëèäîâà äåéñòâèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì Q äîñòèãàåòñÿ ïðè

Q > 0 íà ñàìîäóàëüíûõ, Fµν = F̃µν , ïðè Q < 0 � íà àíòèñàìîäóàëüíûõ, Fµν = −F̃µν ,
ðåøåíèÿõ. Ïðè ýòîì SE = 8π2

g2
|Q|.

Ðåøåíèå ñ Q = 1:

Aaµ =
2

g

xν
r2 + ρ2

ηµνa,

ãäå ρ � ìàñøòàáíûé ïàðàìåòð (ðàçìåð èíñòàíòîíà, ìîæåò áûòü ëþáûì), à ñèìâîëû 'ò
Õîîôòà ηµνa îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

η00a = 0,

η0ia = −ηi0a = δia,

ηija = εija.

Ïîëåçíûå ñâîéñòâà ñèìâîëîâ 'ò Õîîôòà:

1

2
εαβγδηγδa = ηαβa;

σασ
†
β = δαβ + iηαβaτ

a;[
ηµσa
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2
, ηνρb

τ b

2

]
= i

τ c

2
(δµνησρc + δρσηµνc − δµρησνc − δνσηµρc) .

×òîáû èíòåðïðåòèðîâàòü èíñòàíòîí, íàäî ïåðåâåñòè åãî â êàëèáðîâêó A0 = 0. Â íåé
àñèìïòîòèêà èíñòàíòîííîãî ðåøåíèÿ èìååò âèä

Ai(x, τ → −∞) = 0,

Ai(x, τ →∞) = Ω1∂iΩ
−1
1 ,

ãäå

Ω1(x) = exp

(
−iτa πxa√

|x|2 + ρ2

)
.
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Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òóííåëèðîâàíèþ èç âàêóóìà ñ n = 0 â âàêóóì ñ n = 1. Âîîáùå, ðåøåíèå
ñ òîïîëîãè÷åñêèì ÷èñëîì Q îïèñûâàåò òóííåëèðîâàíèå ìåæäó âàêóóìàìè ñ ∆n = Q.
Ñòðóêòóðà âàêóóìà àíàëîãè÷íà àáåëåâîé ìîäåëè Õèããñà; θ-÷ëåí èìååò âèä

− θ

16π2

∫
d4x Tr

(
FµνF̃µν

)
.

Ñôàëåðîí
Ðåøåíèå ñ îäíîé îòðèöàòåëüíîé ìîäîé, ñîîòâåòñòâóþùåå ñåäëîâîé òî÷êå ôóíêöèîíàëà

ñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè è îïðåäåëÿþùåå âûñîòó áàðüåðà ìåæäó âàêóóìàìè. Â òåîðèè ßíãà-
Ìèëëñà â (3 + 1) ñåäëîâîãî ðåøåíèÿ íåò èç-çà äèëàòàöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè, ïîýòîìó
ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð ñêîëü óãîäíî ìàë. Òóííåëèðîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíî ïîäàâëåíî (áà-
ëàíñ ìåæäó ïîòåíöèàëüíûì è êèíåòè÷åñêèì ÷ëåíàìè).

Ñôàëåðîííîå ðåøåíèå åñòü, íàïðèìåð, â òåîðèè SU(2), ïîëíîñòüþ íàðóøåííîé äóáëå-
òîì ñêàëÿðíûõ ïîëåé:

S =

∫
d4x

[
− 1

2g2
TrF 2

µν + (Dµφ)†Dµφ− λ
(
φ†φ− 1

2
φ2
0

)2
]
, (1)

îíî èìååò âèä

Aµ(x) = −iεijax̂jτa
f(|x|)
|x|

,

φ(|x|) = φ0h(|x|)(−iτax̂a)
(

0

1

)
,

ãäå ôóíêöèè f è h óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

f(∞) = h(∞) = 1,

f(0) = h(0) = 0 .

Çàäà÷è.

1. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè F (r) è H(r) ñòðåìÿòñÿ ê ñâîèì âàêóóìíûì çíà÷åíèÿì ïðè
r → ∞ ýêñïîíåíöèàëüíî, åñëè mH ∼ mW . Èññëåäîâàòü èõ àñèìïòîòèêè â ïðåäåëå
Áîãîìîëüíîãî.

2. Íàéòè ÷èñëî íóëåâûõ ìîä äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé îêîëî ìîíîïîëÿ.

3. Ïîêàçàòü, ÷òî íåëüçÿ ïðè÷åñàòü åæà, òî åñòü ïåðåâåñòè ìîíîïîëüíóþ êîíôèãóðàöèþ
èç êàëèáðîâêè A0 = 0 â óíèòàðíóþ êàëèáðîâêó âñþäó ðåãóëÿðíûì êàëèáðîâî÷íûì
ïðåîáðàçîâàíèåì.

4. Äîáàâëÿÿ â òåîðèþ ñ ìîíîïîëåì 'ò Õîîôòà�Ïîëÿêîâà íîâûå ñêàëÿðíûå ïîëÿ áåç
âàêóóìíîãî ñðåäíåãî, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû
SU(2), ïîêàçàòü, ÷òî ìèíèìàëüíûé âîçìîæíûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä â ýòîé ìîäåëè
ðàâåí g/2, òàê ÷òî óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ Äèðàêà âûïîëíÿåòñÿ óæå íà êëàññè÷åñêîì
óðîâíå.

5. Ïîêàçàòü, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèå ñîëèòîíû âîçíèêàþò â ìîäåëÿõ ñ íàðóøåíèåì ëþáîé
êîìïàêòíîé ïðîñòîé ãðóïïû G äî U(1) ïî ìåõàíèçìó Õèããñà è ÷òî èõ ìàãíèòíûå
çàðÿäû ïî ýòîé U(1) îòëè÷íû îò íóëÿ. Èçó÷èòü òàêæå ñëó÷àé ïîëóïðîñòûõ ãðóïï G.
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6. Äîêàçàòü Ïîëåçíûå ñâîéñòâà ñèìâîëîâ 'ò Õîîôòà.

7. Åâêëèäîâî äåéñòâèå òåîðèè ßíãà-Ìèëëñà ñ ãðóïïîé SU(2) â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû SO(4) åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé è
ãðóïïû SU(2) ãëîáàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû. Îòíîñèòåëüíî
êàêîé ïîäãðóïïû ãðóïïû SO(4)×SU(2) ãëîáàëüíûõ ñèììåòðèé èíâàðèàíòíî èíñòàí-
òîííîå ðåøåíèå?

8. �Êóäà ñìîòðèò èíñòàíòîí?� Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâåííóþ îðèåíòàöèþ SU(2)-êîìïîíåíò
âåêòîðíîãî ïîëÿ â èíñòàíòîííîì ðåøåíèè.

9. Íàéòè êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå èíñòàíòîí â êàëèáðîâêó A0 = 0.

10. Â ìîäåëè (1) îöåíèòü ýíåðãèþ ñôàëåðîíà âàðèàöèîííûì ìåòîäîì, âûáðàâ

f =
x2

x2 + ρ2
,

h =
|x|√
x2 + ρ2

è âàðüèðóÿ ïàðàìåòð ρ2.
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