
Íåàáåëåâû êàëèáðîâî÷íûå òåîðèè.
Êàëèáðîâî÷íîå ïîëå Aµ � ìàòðèöà, ïðèíàäëåæàùàÿ àëãåáðå Ëè êàëèáðîâî÷íîé ãðóï-

ïû G.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñèììåòðèè G = SU(N) ñ ïîëÿìè ìàòåðèè â ôóíäàìåíòàëüíîì

ïðåäñòàâëåíèè.
Ïðè êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ:

φ 7→ ω(x)φ, ω ∈ SU(N) ∀x,

Aµ 7→ ωAµω
−1 + ω∂µω

−1. (2)

Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
Dµφ = (∂µ + Aµ)φ.

Äåéñòâèå:

S =
∫
d4x (LA + Lφ) , (3)

ãäå

LA =
1

2g2
Tr (FµνFµν) , (4)

ãäå
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ];

Lφ = (Dµφ)
†Dµφ− V (φ†φ).

Äåéñòâèòåëüíûå êîìïîíåíòû Aaµ, F
a
µν ââîäÿòñÿ âûðàæåíèÿìè

Aµ = −igtaAaµ, Fµν = −igtaF a
µν ,

ãäå ta � ýðìèòîâû ãåíåðàòîðû àëãåáðû SU(N), îáðàçóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ,
Tr(tatb) = 1

2
δab.

Îáîáùåíèå íà äðóãèå ãðóïïû: â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñëåäèòü çà i ó ãåíåðàòîðîâ;
íà îòâåò â äåéñòâèòåëüíûõ êîìïîíåíòàõ íå âëèÿåò.

Îáîáùåíèå íà äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëåé ìàòåðèè:

φ(x) 7→ T (ω(x))φ(x),

ãäå T (ω(x)) � îïåðàòîð íåêîòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G. Òîãäà êîâàðèàíòíàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ � ñâîÿ äëÿ êàæäîãî ïðåäñòàâëåíèÿ,

Dµφ = (∂µ + T (Aµ))φ,

ãäå T (Aµ) � ñîîòâåòñòâóþùåå (T (ω) = T (1 + εA) = 1 + εT (A)) ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
Ëè. Â êîìïîíåíòàõ:

Dµφ = (∂µ − igT (ta)Aaµ)φ.

Óðàâíåíèÿ ïîëÿ:
(DµFµν)

a = gjaν , (5)

ãäå
jaν = −i

(
φ†T aDνφ− (Dνφ)

†T aφ
)
;
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DµDµφ+
dV

d(φ†φ)
φ = 0. (6)

Ìåõàíèçì Õèããñà
Ïóñòü åñòü êàëèáðîâî÷íàÿ ãðóïïà G, êîòîðàÿ ñïîíòàííî íàðóøàåòñÿ äî íåêîòîðîé

ïîäãðóïïû H. Òîãäà, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñ ãëîáàëüíîé ñèììåòðèåé, äëÿ êàæäîãî íàðó-

øåííîãî ãåíåðàòîðà èç G/H ñîîòâåòñâóþùåå êàëèáðîâî÷íîå âåêòîðíîå ïîëå ñòàíîâèòñÿ
ìàññèâíûì, à ãîëäñòîóíîâñêîãî áîçîíà íå âîçíèêàåò.

Ïðèìåð. Êàëèáðîâî÷íàÿ ãðóïïà SU(2) è êîìïëåêñíîå ñêàëÿðíîå ïîëå â ôóíäàìåí-
òàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè.

L =
1

4
TrFµνFµν + (Dµϕ)

†Dµϕ− V (ϕ†ϕ), (7)

ãäå

ϕ =

(
ϕ1

ϕ2

)
, Aµ = −ig τ

a

2
Aaµ ,

Dµϕ = (∂µ + Aµ)ϕ ,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ] ,

V (ϕ†ϕ) = −µ2ϕ†ϕ+ λ(ϕ†ϕ)2 + c .

Âàêóóì áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî âûáðàòü â âèäå

Aµ = 0 , ϕvac =

(
0

v/
√
2

)
, v =

µ√
λ
. (8)

Êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ëàãðàíæèàíà ñîîòâåòñòâóåò òðåì ìàññèâíûì âåêòîðíûì ïîëÿì Aaµ
ñ ìàññîé mV = gv

2
è äåéñòâèòåëüíîìó ñêàëÿðíîìó ïîëþ χ ñ ìàññîé mχ =

√
2µ =

√
2λv.

Â ïîëíîì ëàãðàíæèàíå, íàïèñàííîì â òåðìèíàõ ïîëåé Aaµ, χ è ω(x) êàëèáðîâî÷íàÿ èí-
âàðèàíòíîñòü íå ïðîïàëà, íî âèä êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé èçìåíèëñÿ, òàê ÷òî, â
äåéñòâèòåëüíîñòè, ñèììåòðèÿ, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñ ãëîáàëüíîé ñèììåòðèåé, íå íàðó-
øèëàñü.

Îòìåòèì, ÷òî â èñõîäíîì ëàãðàíæèàíå áûëî 3 × 2 = 6 ñòåïåíåé ñâîáîäû ó áåçìàñ-
ñîâûõ êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé è 4 ñòåïåíè ñâîáîäû ó äâóõ êîìïëåêñíûõ ñêàëÿðîâ, ÷òî
â öåëîì äàåò 10 ñòåïåíåé ñâîáîäû. Â ìîäåëè ñ íàðóøåííîé ñèììåòðèåé â óíèòàðíîé
êàëèáðîâêå èìååòñÿ 3 ìàññèâíûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ (3 × 3 = 9 ñòåïåíåé ñâîáîäû) è îäèí
äåéñòâèòåëüíûé ñêàëÿð, ÷òî â ñóììå äàåò òå æå ñàìûå 10 ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Ëèòåðàòóðà:

Â.À. Ðóáàêîâ. Êëàññè÷åñêèå êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ. Áîçîííûå òåîðèè.
Çàäà÷è.

1. Ïîêàçàòü, ÷òî ëàãðàíæèàí (4) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ (2).

2. Ïîêàçàòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî Fµνφ = [Dµ, Dν ]φ.

3. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé è ñëîæíîé ôóíêöèè (ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè
ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè, ïðåîáðàçóþùèìèñÿ ïî íåêîòîðûì, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûì,
ïðåäñòàâëåíèÿì êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû).
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4. Â êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèÿõ, êðîìå Tr(F 2
µν), èìååòñÿ åùå îäíà êàëèáðîâî÷íî- è Ëî-

ðåíö-èíâàðèàíòíàÿ âåëè÷èíà, êâàäðàòè÷íàÿ ïî F , à èìåííî εµνρλTr(FµνFρλ) (äëÿ
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ � εµνρλFµνFρλ). Ïîêàçàòü, ÷òî è â àáåëåâîì, è â íåàáåëåâîì
ñëó÷àÿõ ýòà âåëè÷èíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíóþ ÷åòûðåõäèâåðãåíöèþ ∂µKµ è ÷òî
äîáàâëåíèå òàêîãî ñëàãàåìîãî â ëàãðàíæèàí íå èçìåíÿåò êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ïîëÿ. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ Kµ.

5. Âûïèñàòü íàèáîëåå îáùèé êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûé ëàãðàíæèàí, ñîäåðæàùèé
âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëåé íå âûøå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, äëÿ ìîäåëè ñ êàëèáðîâî÷íîé
ãðóïïîé SU(4) è îäíèì ïîêîëåíèåì ñêàëÿðíîé ìàòåðèè, ñîäåðæàùèì îäíî ïîëå
â àíòèñèììåòðè÷íîì òåíçîðíîì è îäíî ïîëå â ñîïðÿæåííîì ôóíäàìåíòàëüíîìó
ïðåäñòàâëåíèè. Òî æå äëÿ äâóõ ïîêîëåíèé.

6. Ðàññìîòðèì òåîðèþ ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé SU(2)×U(1) è ñêàëÿðíûìè ïîëÿìè ìà-
òåðèè φ1 è φ2 â ôóíäàìåíòàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè SU(2) (êîìïëåêñíûå äóáëåòû)
ñ çàðÿäàìè q1 è q2 ïî ãðóïïå U(1) è êîìïëåêñíûì ñèíãëåòîì χ, èìåþùèì çàðÿä
±(q1 + q2) ïî U(1). Ïîñòðîèòü èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî SU(2) × U(1) êóáè÷-
íîå âçàèìîäåéñòâèå ïîëåé. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ñèììåòðèÿ êàëèáðîâî÷íàÿ;
ïîñòðîèòü ïîëíûé ëàãðàíæèàí. Âûïèñàòü â êîìïîíåíòàõ çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ
âñåõ ïîëåé è âûðàæåíèÿ äëÿ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

7. Ïîêàçàòü, ÷òî òåíçîð Fµν óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó Áüÿíêè εµνλρ(DνFλρ)
a = 0 .

8. Âûâåñòè è çàïèñàòü â êîìïîíåíòàõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ òåîðèè ñ êàëèáðîâî÷-
íîé ãðóïïîé SU(2) è ñêàëÿðíûì ïîëåì, ïðåîáðàçóþùèìñÿ ïî ïðèñîåäèíåííîìó
ïðåäñòàâëåíèþ.

9. Äîêàçàòü òîæäåñòâî
(DµDνFµν)

a = 0 .

Ïîêàçàòü, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5) ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðèñîåäè-
íåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû.

Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè óäîâëåòâîðÿþòñÿ óðàâíåíèÿ (6), òî äëÿ òîêà jaµ âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

(Dµjµ)
a = 0 ,

ãäå êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (5) è (6) íåïðîòèâîðå÷èâû è ñîãëàñîâàíû äðóã
ñ äðóãîì.

10. Êàëèáðîâî÷íàÿ òåîðèÿ ñ äåéñòâèåì (3) èíâàðèàíòíà, â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòåëüíî
ãëîáàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Aµ 7→ A′µ = ωAµω
−1,

ϕ 7→ ϕ′ = T (ω)ϕ ,

ãäå ω ∈ G íå çàâèñèò îò x. Íàéòè íåòåðîâñêèé òîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòèì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿì. Ñîâïàäàåò ëè îí ñ òîêîì jaµ, ôèãóðèðóþùèì â óðàâíåíèè ïîëÿ (5)?
Êîâàðèàíòåí ëè íåòåðîâñêèé òîê îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé?
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Ðàâåí ëè íåòåðîâñêèé òîê íóëþ â îòñóòñòâèå ïîëåé ìàòåðèè? Çàïèñàòü óðàâíåíèå
ïîëÿ (5) ÷åðåç íåòåðîâñêèé òîê è òåíçîð F a

µν .

11. Ðàññìîòðåòü òåîðèþ ñ êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïîé SU(2) è ñêàëÿðíûì ïîëåì φ â ïðè-
ñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïóñòü ïîòåíöèàë ñêàëÿðíîãî ïîëÿ èìååò âèä

V = −µ2Trφ2 + λTrφ4 + c,

ãäå µ2 > 0. Âûáðàòü îäèí èç âàêóóìîâ è íàéòè ñïåêòð ìàññ ìàëûõ âîçáóæäåíèé
âåêòîðíûõ è ñêàëÿðíûõ ïîëåé îêîëî íåãî.

12. Ïîñòðîèòü ìîäåëü ñ ïîëíîñòüþ íàðóøåííîé êàëèáðîâî÷íîé SU(2)-ñèììåòðèåé, â
êîòîðîé ìàññû âñåõ òðåõ âåêòîðíûõ áîçîíîâ ðàçëè÷íû.
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