
Íåàáåëåâû ãëîáàëüíûå ñèììåòðèè.
Ïóñòü φ � íåêîòîðûå ïîëÿ, è ïóñòü èõ ëàãðàíæèàí L èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî

äåéñòâèÿ ïðåîáðàçîâàíèé èç íåêîòîðîé ãðóïïû Ëè G:

φ→ φ′ = T (ω)φ,

ω ∈ G. Èíôèíèòåçèìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

φi(x)→ φ′i(x) = φi(x) + iεataijφj(x),

ta � ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ãåíåðàòîðàì, [ta, tb] = iCabct
c.

Òåîðåìà Íåòåð: òîê

Jaµ = −i δL

δ(∂µφi)
taijφj

ñîõðàíÿåòñÿ, ∂µJ
a
µ = 0.

Ïðèìåð 1: ìîäåëü N êîìïëåêñíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé φi,

L = |∂µφi|2 −m2|φi|2 − λ|φi|4.

Ãëîáàëüíûå ñèììåòðèè:

1. U(1): φi 7→ eiαφi, òîê jµ = i(φ∗i∂µφi − φi∂µφ∗i ).

2. SU(N): φi 7→ ωijφj, ω ∈ SU(N). Ñòîëáåö φ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ôóíäàìåíòàëüíîìó
ïðåäñòàâëåíèþ SU(N): φ 7→ ωφ. Òîê

Jaµ = i(φ†iT
a
ij∂µφj − ∂µφ

†
iT

a
ijφj).

Ïðèìåð 2: ìîäåëü òðåõ äåéñòâèòåëüíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé φa, ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïî
ïðèñîåäèíåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû SU(2):

L =
1

2
∂µφ

a∂µφ
a − m2

2
φaφa − λ

4
(φaφa)2 ,

ãäå a = 1, 2, 3. Îáîçíà÷èì

φ(x) =
τa

2
φa(x),

òîãäà äåéñòâèå ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

φ 7→ ωφω−1, ω ∈ SU(2),

à ëàãðàíæèàí çàïèøåòñÿ â âèäå

L = Tr (∂µφ)
2 − V

(
Tr(φ2)

)
.

Ïðèìåð 3: ìîäåëü òðåõ äåéñòâèòåëüíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé φa, a = 1, 2, 3, íà êîòîðûå
íàëîæåíî óñëîâèå

φa(x)φa(x) = 1,

òî åñòü ïîëÿ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â ïðîñòðàíñòâå ïîëåé;
íåçàâèñèìûõ ïîëåé äâà;

L =
1

2g2
∂µφ

a∂µφ
a.
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Âåêòîð {φa} ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ôóíäàìåíòàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû O(3).
Ïðèìåð 4: φ(x) ∈ SU(2) � ìàòðèöà 2× 2 èç ãðóïïû. Ãðóïïà ãëîáàëüíûõ ñèììåòðèé

SU(2)L × SU(2)R:
φ 7→ ωLφωR, ωL ∈ SU(2)L, ωR ∈ SU(2)R,

L =
F 2

2
Tr
(
∂µφ

†∂µφ
)
+
g2

16
Tr
([
φ†∂µφ, φ

†∂νφ
]2)

.

Òåîðåìà Ãîëäñòîóíà.
Ïóñòü ëàãðàíæèàí

L =
1

2
∂µφ

i∂µφ
i − V (φi)

èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðè êîòîðûõ ïîëÿ φi ïðåîáðà-
çóþòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ T (ω) ãðóïïû G,

φi 7→ φi + εat
ij
a φ

j + . . .

Ïóñòü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå φi = vi èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî íå âñåé G, à îòíîñèòåëüíî
ïîäãðóïïû H ⊂ G. Ïóñòü ãåíåðàòîðû tã, ã = 1, . . . ,M , îáðàçóþò áàçèñ â H ("íåíàðó-
øåííûå"), à îñòàëüíûå, Tα, α = M + 1, . . . , N , åãî ïîïîëíÿþò ("íàðóøåííûå"). Òîãäà
êàæäîìó èç íàðóøåííûõ ãåíåðàòîðîâ ñîîòâåòñòâóåò áåçìàññîâîå ïîëå â ñïåêòðå ëèíåé-
íûõ âîçáóæäåíèé íàä âàêóóìîì V , ïðè÷åì ýòè ïîëÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Íåòåð, êàæäîìó èç ãåíåðàòîðîâ ta ñîîòâåòñòâóåò ñîõðà-
íÿþùèéñÿ òîê Jaµ , ∂µJ

a
µ = 0. Ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèé èç ïîäãðóïïû H (ò.å. ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ãåíåðàòîðàì tã) âàêóóì v ïåðåõîäèò â ñåáÿ, ïîýòîìó tãijvj = 0 è J ãµ = O(ψ2),

ãäå ψi � ìàëûå âîçìóùåíèÿ, φi = vi + ψi. Â òî æå âðåìÿ Jαµ = ∂µψ
iuαi + O(ψ2), ãäå

uαi = tαijvj. Èç ñîõðàíåíèÿ òîêà ñëåäóåò ∂
2
µθ

α = O(ψ2), ãäå θα = ψiuαi � áåçìàññîâûå ïîëÿ.
Ïóñòü m2 = −µ2 < 0 â ìîäåëè Ïðèìåðà 2. Ìíîæåñòâî âàêóóìîâ � ñôåðà â òðåõìåð-

íîì ïðîñòðàíñòâå ïîëåé φiφi = v2, v = µ/
√
λ. Ãðóïïà ñèììåòðèé G = SO(3), íåíàðó-

øåííàÿ ïîäãðóïïà H = SO(2). Äâà ãîëäñòîóíîâñêèõ áîçîíà.

Ýôôåêòèâíûå êèðàëüíûå ëàãðàíæèàíû.
Íèçêîýíåðãåòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíàÿ òåîðèÿ:

• îïèñûâàåò âñþ äèíàìèêó áåçìàññîâûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû,

• âçàèìîäåéñòâèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ñèììåòðèé ëàãðàíæèàíà,

• íèçêîýíåðãåòè÷åñêîå ⇒ ìàëî ïðîèçâîäíûõ.

Ëþáóþ ïîëóïðîñòóþ ãðóïïó Ëè G ñ çàäàííîé ïîäãðóïïîé H ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
ãðóïïó äâèæåíèé íåêîòîðîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ñî ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïîé
H, îñòàâëÿþùåé íåïîäâèæíîé íà÷àëî êîîðäèíàò.

Îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî A: êàæäîìó g ∈ G 7→ (F (g) : A → A), îáðàòèìîå è
ñîãëàñîâàííîå ñ ãðóïïîâîé îïåðàöèåé; ∀a, a′ ∈ A∃g ∈ G : a′ = F (g)a (òðàíçèòèâíîñòü).

Äèíàìèêà ãîëäñòîóíîâñêèõ ÷àñòèö � ãåîìåòðèÿ îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ïðèìåð: G = SU(2)L × SU(2)R ∼ SO(4), H = SU(2)d ∼ SO(3). Ãîëäñòîóíîâñêèå

áîçîíû � πa � óäîáíî îïèñûâàòü ìàòðèöåé U = exp(i τ
a

2
πa

fπ
) ∈ SU(2).
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Çàäà÷è

1. Â ìîäåëè Ïðèìåðà 2 íàéòè ñîõðàíÿþùèéñÿ òîê ïî òåîðåìå Íåòåð.

2. Â ìîäåëè Ïðèìåðà 3 ïîñòðîèòü ÿâíûé âèä ïðåäñòàâëåíèÿ è ñ åãî ïîìîùüþ ïîêà-
çàòü, ÷òî ëàãðàíæèàí è äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíèé èç ãðóïïû O(3).

3. Â ìîäåëè Ïðèìåðà 3 íàéòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïîëåé φa.

4. Ïóñòü êîìïëåêñíûå äâóõêîìïîíåíòíûå ñòîëáöû φ, χ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôóíäàìåí-
òàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ SU(2), à êîìïëåêñíîå îäíîêîìïîíåíòíîå ñêàëÿðíîå ïîëå
ξ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ýòîé ãðóïïû:

φ 7→ ωφ, χ 7→ ωχ, ξ 7→ ξ,

ãäå ω ∈ SU(2). Ïóñòü ýòè æå ïîëÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû U(1) ñ
ðàçíûìè çàðÿäàìè:

φ 7→ eiqφαφ, χ 7→ eiqχαχ, ξ 7→ eiqξαξ,

ãäå eiα ∈ U(1). Ïîñòðîèòü èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî SU(2)× U(1) ëàãðàíæèàí
äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ:

qχ + qξ = ±qφ.

5. Ïîêàçàòü ÿâíî, ÷òî ïîëÿ θα = ψiu
α
i � áåçìàññîâûå. Îòíîðìèðîâàòü èõ, ÷òîáû îíè

èìåëè êàíîíè÷åñêèé êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí.

6. Ðàññìîòðèì òåîðèþ òðåõ êîìïëåêñíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé fi(x), i = 1, 2, 3, ñ ëàãðàí-
æèàíîì

L = ∂µf
∗
i ∂µfi + µ2f ∗i fi − λ(f ∗i fi)2 .

1) Íàéòè ãðóïïó ãëîáàëüíîé ñèììåòðèè ýòîãî ëàãðàíæèàíà.

2) Íàéòè ìíîæåñòâî îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé ìîäåëè. Âûáðàâ îäíî èç íèõ, íàéòè íåíà-
ðóøåííóþ ïîäãðóïïó.

3) Ðàññìàòðèâàÿ âîçáóæäåíèÿ íàä îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì, íàéòè íàìáó-ãîëäñòîóíîâ-
ñêèå ìîäû è ìàññû îñòàëüíûõ âîçáóæäåíèé.

4) Ïî êàêèì ïðåäñòàâëåíèÿì íåíàðóøåííîé ïîäãðóïïû ïðåîáðàçóþòñÿ íàìáó-
ãîëäñòîóíîâñêèå ìîäû è ìàññèâíûå ìîäû?

7. Ðàññìîòðèì ìîäåëü äâóõ êîìïëåêñíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé ϕ1 è ϕ2 ñ ëàãðàíæèàíîì

L = ∂µφ
∗
1∂µφ1 + ∂µφ

∗
2∂µφ2 − λ(ϕ∗1ϕ1 − ϕ∗2ϕ2 − v2)2

1) Íàéòè ãðóïïó ãëîáàëüíîé ñèììåòðèè ýòîãî ëàãðàíæèàíà (óêàçàíèå: îãðàíè-
÷èòüñÿ êîìïàêòíûìè ãðóïïàìè).

2) Íàéòè ìíîæåñòâî êëàññè÷åñêèõ âàêóóìîâ â ìîäåëè. Íàéòè íåíàðóøåííóþ ïîä-
ãðóïïó äëÿ êàæäîãî âàêóóìà.

3) Íàéòè ñïåêòð ìàëûõ âîçáóæäåíèé îòíîñèòåëüíî êàæäîãî èç âàêóóìîâ. Êàêèå
âàêóóìû ÿâëÿþòñÿ ôèçè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, à êàêèå � íåò? Âûïîëíÿåòñÿ ëè
òåîðåìà Ãîëäñòîóíà? Ñîâïàäàåò ëè êîëè÷åñòâî áåçìàññîâûõ âîçáóæäåíèé ñ êîëè-
÷åñòâîì íåíàðóøåííûõ ãåíåðàòîðîâ? Ïî÷åìó?
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8. Ðàññìîòðèì òåîðèþ êîìïëåêñíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé φaα, èíâàðèàíòíóþ îòíîñè-
òåëüíî äåéñòâèÿ SU(2)1 × SU(2)2:

φaα 7→ ωabφbα, ωab ∈ SU(2)1; φaα 7→ ωαβφaβ, ωαβ ∈ SU(2)2.

Ïîäîáðàòü ïîòåíöèàë òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñèììåòðèÿ íàðóøàëàñü äî äèàãîíàëü-
íîé ïîäãðóïïû SU(2)d.

9. Ïîêàçàòü, ÷òî â êîíå÷íîé îêðåñòíîñòè âàêóóìà ìîäåëü [SU(2)1 × SU(2)2]/SU(2)d
ýêâèâàëåíòíà ìîäåëè SO(4)/SO(3).
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