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Цель работы
        Целью данной работы является нахождение решения уравнений Эйнштейна, которое вблизи массы (при малых радиусах и небольших интервалах времен) должно переходить в метрику Шварцшильда, а на бесконечности в метрику Фридмана. Причем приводится два решения, одно из которых задает метрику нестационарного центрального тела (сгустка пыли), а второе – метрику стационарного массивного тела в расширяющейся Вселенной.
Введение

           Рассмотрим гравитационное поле, обладающее центральной симметрией. Такое поле может создаваться любым центрально-симметриичным распределением вещества, при этом центрально-симметричным должно быть не только распределение, но и движение вещества.

          Первым фундаментальным решением общей теории относительности является решение Шварцшильда с метрикой:


[image: image1.wmf]2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

w

d

r

r

c

kM

dr

dt

c

r

c

kM

ds

S

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

,
где 
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 обозначает время в координатах Шварцшильда.
Эта метрика описывает пространство-время вне сферического тела массы 
[image: image3.wmf]M

 в статическом случае.

          Открытие космологического расширения Вселенной поставило вопрос: "Как меняется метрика тяготеющего тела с учетом глобального расширения?"

          Решению этой задачи и посвящена данная работа.

Решение Шварцшильда в форме Пэнлеве.
Решение Шварцшильда не является единственным, и при отказе от условия ортогональности метрики  существует бесконечно много статических сферически симметричных решений уравнений Эйнштейна с заданной массой, получающихся преобразованием метрики Шварцшильда временной переменной  
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 EMBED Equation.3  [image: image7.wmf]
Такие преобразования называются преобразованиями Пэнлеве. 
Многообразие таких решений определяется многообразием функций 
[image: image8.wmf]).
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 Это преобразование подобно поясному времени на Земле. Так в какой-то момент времени в поясах различной долготы установлено различное поясное время.

Преобразования Пэнлеве порождают бесконечно много статических сферически-симметричных метрик, содержащих произвольную функцию 
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Рассмотрим одну из метрик Пэнлеве:
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где 
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 - гравитационный радиус.
Введем обозначение 
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, назовем это полем скоростей. В метрике Пэнлеве не равны нулю следующие компоненты метрического тензора:
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]и 
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 такие же как и в метрике Шварцшильда:
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 EMBED Equation.3  [image: image20.wmf];
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Остальные 
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Метрика Шварцшильда связана с метрикой Пэнлеве (
[image: image23.wmf]*

) преобразованием дифференциала времени:
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из которого после интегрирования определим связь времени Шварцшильда 
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 с временем Пэнлеве 
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В координатах 
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 пространственное сечение 
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 имеет евклидову структуру.

Расширяющаяся Вселенная. Метрика Фридмана.
Метрика Фридмана представляет наиболее простое описание расширяющейся Вселенной:

[image: image30.wmf])),

sin

(

)(

(

2

2

2

2

2

2

2

2

j

q

q

s

d

d

R

dR

t

dt

ds

+

+

-

=


где время 
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 - абсолютное мировое время, а сечение 
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 - евклидово трехмерное пространство, масштаб которого меняется с течением времени по закону    
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 млрд. лет (наше время от Большого взрыва).
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 - расстояние от центра (
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Сделаем следующие преобразования:
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Введем обозначение:
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Перейдем от координат в пространстве 
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 к координатам 
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 и подставим эти дифференциалы в метрику Фридмана и получим:
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где 
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Вычислим тензор Эйнштейна для этой метрики. В данной метрике имеем следующие значения для метрического тензора: 
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остальные 
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Для обратного метрического тензора имеем: 
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Найдем символы Кристофелля по формуле:
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остальные  
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Вычислим теперь тензор Риччи:
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Все другие 
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По формуле 
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 найдем смешанные компоненты тензора Риччи:
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Все остальные 
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Отсюда вычислим составляющие тензора Эйнштейна: 
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 Остальные 
[image: image87.wmf].

0

G

=

a

b


Таким образом, мы преобразовали метрику Фридмана к виду Пэнлеве и вычислили для нее тензор Эйнштейна.
Сгусток материи в расширяющейся Вселенной.
Теперь поставим перед собой цель найти решение, которое вблизи сгустка материи (при малых радиусах и небольших интервалах времени) переходило бы в метрику Пэнлеве (
[image: image88.wmf]*

), а на бесконечности в метрику Фридмана. 
Будем искать метрику в виде:
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Так как обе метрики (метрика Шварцшильда и метрика Фридмана) преобразованы к виду Пэнлеве, то для этого достаточно обобщить выражение для 
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[image: image93.wmf]- некоторая функция координат. 
Имеем следующие значения для метрического тензора:
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А для обратного метрического тензора:
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Остальные 
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Символы Кристоффеля в данном случае равны:
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Тензор Риччи  в смешанных компонентах:
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В итоге получаем тензор Эйнштейна вида:
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В котором:

[image: image118.wmf],

)

(

)

2

(

2

0

2

0

0

t

t

r

rV

V

V

G

r

r

r

+

¢

+

=

=

r



[image: image119.wmf],
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В локально – лоренцевой системе отсчета тензор Эйнштейна имеет диагональный вид с равным нулю давлением 
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Покажем, что при переходе к времени Пэнлеве по формуле:
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значение давления не изменится. Действительно по формуле преобразования тензора:
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вычислим значения 
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т.к. 
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Таким образом
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А это значит, что в штрихованной системе эти компоненты раны тому же давлению как и в локально – лоренцевой системе, но т.к. в локально – лоренцевой системе давление равно нулю, то и соответствующие значения 
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Не изменится также и 
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Т.е. 
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 по прежнему будет обозначать плотность пылевидной материи.
Равенство нулю давления 
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 приводит к дифференциальному уравнению:
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Из этого уравнения выразим 
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Продифференцировав, найдем вторую производную:
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Следовательно, тензор Эйнштейна приобретает вид:
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 Из дифференциального уравнения (
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 Первое слагаемое определяет расширение. При малых 
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 оно мало и начинает сказываться второе слагаемое. Второе слагаемое совпадает с метрикой Пэнлеве, если положить 
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Окончательно находим:
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 EMBED Equation.3  [image: image152.wmf].
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Отсюда 
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  -  плотность энергии пылевидной материи.
Сингулярность плотности порядка 
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Массу пыли в расширяющейся Вселенной находим по формуле:
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Еще один способ

Проверим теперь, что полученный тензор действительно является тензором энергии-импульса, удовлетворяющим заданной метрике.
Движение частицы в гравитационном поле задается геодезическими уравнениями  
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Необходимо проверить выполнение этих уравнений.
Потребуем, чтобы для тензора энергии – импульса были выполнены следующие равенства:
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А т.к. при 
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 тензор энергии – импульса определяется по формуле:


[image: image164.wmf]n

l

ml

n

m

m

n

r

r

u

u

g

u

u

T

=

=

,
то эти требования выполнены если 
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Отсюда находим 
[image: image169.wmf]1

0

=

u

, остальные 
[image: image170.wmf]0

=

i

u

. Следовательно 
[image: image171.wmf])

0

,

0

,

0

,

1

(

=

i

u

.

Вычислим 
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где компоненты обратного метрического тензора 
[image: image175.wmf]mn

g

  равны:


[image: image176.wmf]
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Получим
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Очевидно, что 
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 удовлетворяет геодезическим уравнениям. Действительно
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Покажем теперь, что и 
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 удовлетворяет этому уравнению. Применяя правило дифференцирования сложной функции, находим
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Отсюда
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Следовательно
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[image: image192.wmf]
А это и означает, что свободные частицы движутся по геодезическим линиям.

Исходя из найденных обобщенных скоростей, вычислим тензор энергии – импульса:
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 EMBED Equation.3  [image: image196.wmf]3
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Полученные значения совпадают с ранее вычисленными компонентами тензора. Значит, этот тензор действителльно является тензором энергии – импульса.  
Поле скоростей 
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можно рассматривать как поле скоростей в метрике Пэнлеве (
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 с гравитационным радиусом, зависящем от времени 
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и массой 
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Гравитационные свойства материи в момент времени 
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 определяются величиной 
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, однако с течением времени, из-за расширения Вселенной ее гравитационная масса убывает и в итоге становится неспособной удержать тело, которое изначально вращалось вокруг нее.
Таким образом, данное решение уравнений Эйнштейна задает метрику сгустка материи в расширяющейся Вселенной. 
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Другое решение уравнений Эйнштейна
Теперь будем решать уравнения Эйнштейна путем модификации решения Шварцшильда таким образом, чтобы оно удовлетворяло метрике Фридмана для больших значений 
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Будем искать метрику в виде
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Находим также обратный метрический тензор
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Вычислим символы Кристоффеля
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Теперь вычислим тензор Риччи. Будем считать, что 
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 таким образом, чтобы они удовлетворяли решению Шварцшильда в пренебрежении зависимостью от 
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Тогда получаем тензор Риччи содержащий следующие не равные нулю компоненты:
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Остальные 
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Предположим теперь выполнение следующих уравнений (симметричность компонент тензора Риччи и равенство трех пространсвенных диагональных элементов в смешанных компонентах):
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Уравнение (1) требует равенство нулю компоненты 
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 тензора Риччи. Кроме того, имеем
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Отсюда сразу видно, что 
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где 
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 есть функция только от координаты 
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 не должна зависть от 
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. Однако, нам ничего не мешает положить функцию 
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и наша искомая метрика приобретает вид
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	(3)


Она изотропна по трем пространственным координатам, поэтому ее следует сравнить с изотропной формой метрики Шварцшильда.
Сперва приведем метрику Шварцшильда к изотропной форме. Для этого приведем пространственную часть метрики Шварцшильда
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к конформно плоскому виду. Для этого преобразуем радиальную компоненту 
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Для того, чтобы эта метрика была конформно плоской необходимо и достаточно, чтобы функция 
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 удовлетворяла уравнению
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Предположим, что 
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Общее решение этого уравнения имеет вид
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где 
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 - постоянная интегрирования
Теперь пространственная часть метрики Шварцшильда является конформно евклидовой:
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где
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- конформный множитель. Потребуем, чтобы полученная метрика была асимптотически евклидова, а это выполняется если
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Отсюда находим постоянную интегрирования: 
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Теперь вычислим компоненту 
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 метрики Шварцшильда:
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Таким образом, в изотропных координатах метрика Шварцшильда принимает вид
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Приравняем теперь метрику (3) к изотропной форме метрики Шварцшильда. Это дает
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Однако в нашем случае метрика должна зависеть от времени и на бесконечности переходить в метрику Фридмана, а этого можно добиться двумя способами: 
1) Умножить 
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 и (или) 
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 на некоторую функцию от 
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2) Считать 
[image: image309.wmf]M

зависящим от 
[image: image310.wmf]t

. 

Зависимость 
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Интегрируя это равенство, имеем
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где 
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 - некоторая функция времени. Отсюда находим


[image: image318.wmf]F

r

M

r

M

r

M

r

M

t

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

2

2

2

1

4

1

2

1

2

1

3

2

&

,

или 
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Приравнивая коэффициенты при различных степенях 
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, получаем
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Это дает
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Теперь мы можем вычислить тензор Риччи
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А также тензор энергии – импульса 
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Он может быть выражен через плотность 
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 и давление 
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Отсюда находим
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Из полученных результатов следует, что в отсутствии материи плотность 
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, а давление отсутствует, что находится в соответствие с метрикой Фридмана. В окрестности  стационарной массы плотность меняется умножением на 
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 и появляется давление.
Итог

Таким образом, было получено решение уравнений Эйнштейна, которое переходит в решение Пэнлеве вблизи сгустка материи, а на бесконечности – в решение Фридмана. 

Это решение задает метрику:
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С помощью этой метрики можно понять как ведут себя тела вблизи сгустка материи в расширяющейся Вселенной с течением времени. Гравитационная масса сгустка по мере расширения Вселенной уменьшается, а гравитационный радиус изменяется не синхронно с массой.
С помощью модификации метрики Шварцшильда и ее сшивания с метрикой Фридмана, была получена метрика стационарного массивного тела в расширяющейся Вселенной
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Это решение при больших 
[image: image338.wmf]r

 переходит в метрику Фридмана, а в близи массивного тела в изотропную форму метрики Шварцшильда с временной поправкой. Вблизи стационарной массы появляется отличное от нуля давление 
[image: image339.wmf]p

, а на бесконечности оно равно нулю. Также при приближении к массе меняется величина космологической плотности, путем умножения на величину, характеризующую свойства массивного тела.
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