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Формулы, D = 2

1. Координаты:
z = x1 + ix2

z̄ = x1 − ix2

∂ ≡ ∂z = (∂1 − i∂2)/2
∂̄ ≡ ∂z̄ = (∂1 + i∂2)/2∫
dzdz̄ ≡ 2

∫
dx1dx2

Евклид: z∗ = z̄
Минковский: z∗ = z, z̄∗ = z̄

2. Глобальная группа SL(2,C):

z′ =
az + b

cz + d
, ad− bc = 1

Aw =

(
a b
c d

)
, detAw = 1

3. Скалярное поле:
z′ = z + ε(z), z̄′ = z̄ + ε̄
δεϕ = ϕ′(z, z̄)− ϕ(z, z̄)

= −ε∂ϕ− ε̄∂̄ϕ

4. Алгебра Витта:

ε(z) =
+∞∑

n=−∞
εnz

n+1

δεϕ =
∑

(εnln + ε̄nl̄n)ϕ

ln = −zn+1∂
l̄n = −z̄n+1∂̄
[ln, lm] = (n−m)ln+m

[l̄n, l̄m] = (n−m)l̄n+m

5. Примарные поля:
ϕ′(z′, z̄′) =

(
dz′

dz

)−h (dz̄′
dz

)−h̄
ϕ(z, z̄)

h = (∆ + s)/2, h̄ = (∆− s)/2
δεϕ = −(h∂ε+ ε∂)ϕ− (h̄∂̄ε̄+ ε̄∂̄)ϕ

6. Корреляторы: zij ≡ zi − zj
〈ϕ1(w1, w̄1) . . . ϕn(wn, w̄n)〉 =

∏
i

(
dwi

dzi

)−hi
×
(
dw̄i

dz̄i

)−h̄i 〈ϕ1(z1, z̄1) . . . ϕn(wn, w̄n)〉

〈ϕ1ϕ2〉 =
C12

z2h1
12 z̄

2h̄1
12

· δh1h2δh̄1h̄2
,

〈ϕ1ϕ2ϕ3〉 = C123

z
h12
12 z

h23
23 z

h13
13 z̄

h̄12
12 z̄

h̄23
23 z̄

h̄13
13

,

h12 = h1 + h2 − h3 .

Ангармоническое частное: η =
z12z34

z13z24

7. Теорема Гаусса:∫
Σ

d2x ∂µF
µ =

i

2

∫
∂Σ

(dz̄F z − dzF z̄)

∂(1/z̄) = ∂̄(1/z) = πδ(2)(x)
∆ ln |z| = 4∂∂̄ ln |z| = 2πδ2(x)

8. Тождества Уорда:X = ϕ1(x1) . . . ϕn(xn)

2〈Tz̄zX〉 = −
∑
i

δ(2)(x− xi)hi〈X〉

2〈Tzz̄X〉 = −
∑
i

δ(2)(x− xi)h̄i〈X〉

T (z) = −2πTzz, T̄ (z̄) = −2πTz̄z̄

〈T (z)X〉 =
∑
i

(
1

z−zi ∂ + hi
(z−zi)2

)
〈X〉+ reg.

〈T̄ (z̄)X〉 =
∑
i

(
1

z̄−z̄i ∂̄ + h̄i
(z̄−z̄i)2

)
〈X〉+ reg.

δε〈X〉 =
1

2πi

∫
∂Σ

(
ε̄dz̄ 〈T̄X〉 − εdz 〈TX〉

)
9. OPE:
ϕi(x)ϕj(y) =

∑
k

cijk(x, y)ϕk(y)

〈T (z)ϕ(w)〉 ∼
(

h

(z − w)2
+

1

z − w
∂

)
ϕ(w)

10. Свободное скалярное поле:
S = g

∫
d2x (∂µϕ)2/2

〈ϕ(x)ϕ(y)〉 = − 1

2πg
ln |x− y|

〈∂ϕ(z)∂ϕ(w)〉 = − 1

4πg
· 1

(z − w)2

∂ϕ(z) : (h, h̄) = (1, 0)
∂̄ϕ(z̄) : (h, h̄) = (0, 1)
T = −2πg : (∂ϕ)2 :
T̄ = −2πg : (∂̄ϕ)2 :
: A := A− 〈A〉
T (z)T (w) ∼ 2T (w)

(z−w)2 + ∂T (w)
z−w + 1/2

(z−w)4
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Задачи
1. Показать, что матрица комбинации глобальных конформных преобразований рав-

на произведению их матриц.

2. Выписать матрицы глобальных преобразований, соответствующие дилатациям,
трансляциям, поворотам и специальным конформным преобразованиям.

3. Вывести коммутационные соотношения алгебры Витта 4.

4. Показать, что ∂ϕ — вторичное поле, если ϕ — примарное.

5. Получить корреляторы 6, воспользовавшись инвариантностью теории относитель-
но специальных конформных преобразований.

6. Показать, что
η′ =

z14z23

z13z24

= 1− η .

7. Вывести тождество Уорда для углового момента, воспользовавшись выражением
для нетеровского тока Mµνλ = xνTµλ − xλTµν .

8. Получить формулу для ∆ ln |z|, используя теорему Гаусса 7.

9. Найти ε(z), ε̄(z̄) в формуле 8, соответствующие глобальным конформным преоб-
разованиям.

10. Получить закон преобразования двухточечной и трехточечной корреляционных
функций из тождеств 8. Получить условия инвариантности корреляторов относи-
тельно глобальных конформных преобразований. Показать, что функции 6 удо-
влетворяют этим условиям.

11. В модели 10 выписать OPE T (z)T (w).
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