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Формулы, D 6= 2

1. Соглашения:
ηµν = diag(−1, 1, . . . , 1)
t = −ixD

2. Пример D = 2:
S = −1

2

∫
d2x (∂µX)2

u = x1 − x0, v = x1 + x0

Симметрия: u→ u′(u), v → v′(v)

3. Преобразования:
xµ → x′µ = xµ − ξµ
δT ≡ T ′(x)− T (x) = £ξT
£ξT

µ
ν ≡ ξλ∂λT

µ
ν − T λν ∂λξµ + T µλ ∂νξ

λ

4. Конфомные преобразования:
g′µν = Ω2ηµν

Ω = 1 + ω ⇒ £ξηµν = 2ωηµν
∂µξν + ∂νξµ = 2ωηµν

5. Конформные преобразования, D 6= 2:
ξµ = aµ+λxµ+mµνx

ν+(2xµ(bx)−bµx2)
mµν = −mνµ

Большие преобразования:
(a) Трансляции: xµ′ = xµ + Aµ

(b) Дилатации: xµ′ = Λxµ

(c) Повороты: xµ′ = Mµ
ν x

ν

(d) Специальные конформные (SCT)

6. Алгебра Пуанкаре:
Pµ = −i∂µ
Lµν = i(xµ∂ν − xν∂µ)
[Pµ, Pν ] = 0
[Pµ, Lνλ] = i(ηµνPλ − ηµλPν)
[Lµν , Lλρ] = i(ηµρLνλ + ηνλLµρ)− (µ↔ ν)

7. Конформная алгебра, D 6= 2:
D = −ixµ∂µ
Kµ = −i(2xµxν∂ν − x2∂µ)

[D, Pµ] = iPµ
[D, Kµ] = −iKµ

[Kµ, Pν ] = 2i(ηµνD − Lµν)
[Kµ, Lλρ] = i(ηµλKρ − ηµρKλ)
[Kµ, Kν ] = 0

8. Представления, D 6= 2:
Lµν = Sµν + i(xµ∂ν − xν∂µ)
D = ∆̃− ixµ∂µ
Kµ = κµ+2xµ∆̃−2xνSµν−i(2xµ(x∂)− x2∂µ)
Неприводимое: ∆̃ = i∆, κµ = 0.

9. Токи: πµ = ∂L/∂(∂µϕ)
Jµξ = πµδξϕ− ξµL
θµν = πµ∂νϕ− δµνL
θµν = T µν + ∂ρY

ρµ
ν

Y ρµ
α = − i

2
[πρSµαϕ− πµSραϕ− παSρµϕ]

JµD = T µν x
ν+V µ, где V µ = ∆πµϕ−Y λµ

λ

Jµα = (2xαx
λ − x2δλα)T µλ + 2xαV

µ

∂µJ
µ
D = 0 ⇒ ∂µJ

µ
α = 2Vα.

10. Уравнения движения:
〈δS/δΦ(x) · Φ(y)〉 = δ(x− y)

11. Корреляторы: rij = |xi − xj|

〈Φ1(x′1) . . .Φn(x′n)〉 =
∏
i

∣∣∣∣∂x′i∂xi

∣∣∣∣−∆i/D

× 〈Φ1(x1) . . .Φn(xn)〉
〈Φ1Φ2〉 =

C12δ∆1∆2

r2∆1
12

〈Φ1Φ2Φ3〉 =
C123

r∆1+∆2−∆3
12 r∆1+∆3−∆2

13 r∆2+∆3−∆1
23

Ангармонические частные:
η =

r12r34

r13r24

, η′ =
r12r34

r23r14

12. Тождества Уорда:X = Φ1(x1) . . .Φn(xn)∫
dDx ωa(x)∂µ〈Jµa (x)X〉 = 〈δX〉

∂µ〈T µν (x)X〉 = −
∑

i δ(x− xi)
∂

∂xνi
〈X〉

〈T µµ (x)X〉 = −
∑

i δ(x− xi)∆i〈X〉
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13. Пространство AdSD+1:
Вложение в RD+2 (i = 1 . . . D):
X2

0 +X2
D+1 −X2

i = l2

ds2 = −dX2
0 − dX2

D+1 + dX2
i

Симметрия: SO(2, D)
Координаты Пуанкаре: (t, x, z)
X0 = lt/z, X = lx/z,
XD = l

2z
− lz

2
− l

2z
[x2 − t2]

XD+1 = l
2z

+ lz
2

+ l
2z

[x2 + t2]
ds2 = [−dt2 + dx2 + dz2] /z2

14. AdS/CFT соответствие:
Пример: N = 4 SYM в D = 4

=

SUGRA в AdS5.
Условия: Сильная связь в CFT

Классическая SUGRA
Соотношение:
φ(x, z) — решение, φ(x, 0) = φ̄(x)
Тогда WCFT [φ̄] = SSUGRA[φ]

eiWCFT [φ̄] ≡ 〈ei
∫
φ̄O∆ d4x〉

Пример: SAdS = −1
2

∫
d5x
√
−g [(∂Aφ)2 +m2φ2]

∆(∆− 4) = m2
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Задачи
1. Доказать формулу общековариантного преобразования 3.

2. Найти большие специальные конформные преобразования (п. 5d) и соответству-
ющие им конформные факторы Ω2(x).

3. Покзать, что преобразования 5 образуют подгруппу конформных преобразований
в D = 2. Такие преобразования называются глобальными.

4. Вывести коммутационные соотношения 7.

5. Показать, что конформная алгебра 6, 7 изоморфна so(D + 1, 1) и so(D, 2) для
пространств Евклида и Минковского, соответственно.

6. Вывести формулу 8 для Kµ.

7. Проверить, что преобразование

Φ′(x′) =

∣∣∣∣∂x′∂x

∣∣∣∣−∆/D

Φ(x) (1)

есть “большое” конформное преобразование поля с Sµν = 0.

8. Доказать, что вариация любого общековариантного действия при координатных
преобразованиях равна

δξS =

∫
dDx

(
δS

δϕ
δϕ− T µνDµξν

√
−g
)
≡ 0 , (2)

где Tµν = 2√
−g · δS/δg

µν — гравитационный тензор энергии–импульса. Используя
уравнение (2), показать, что конформные токи можно записать в виде Jµξ = T µν ξ

ν .

9. Показать, что тензор T µν в п. 9 симметричен на уравнениях движения.
Указание. Вывести сохраняющийся ток Mµνλ, соответствующий моменту.

10. Вывести конформный ток Jµα в п. 9.

11. Пусть дилатонный ток сохраняется, а Vµ = ∂αL
α
µ. Показать, что улучшенный

тензор энергии–импульса

T̂µν = Tµν −
1

D − 2

(
∂µ∂

αL(αν) + ∂ν∂
αL(αµ) − ∂2L(µν) − ηµν∂α∂βLαβ

)
− 1

(D − 2)(D − 1)

(
ηµν∂

2Lαα − ∂µ∂νLαα
)

сохраняется является бесследовым. Здесь L(µν) = 1
2
(Lµν + Lνµ).
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12. Показать, что классическое безмассовое скалярное поле конформно–инвариантно
в любой размерности D ≥ 3. Найти улучшенный тензор энергии–импульса. Какой
потенциал можно добавить?

13. Показать, что η и η′ инвариантны относительно конформных преобразований.

14. Показать, что трехточечная функция п. 11 преобразуется по правильному закону.

15. Получить метрику AdSD+1 в координатах Пуанкаре.

16. Выписать изометрии AdSD+1, соответствующие специальным конформным пре-
образованиям. Использовать координаты Пуанкаре.

17. Рассмотрим функцию Грина скалярного поля в AdS5:

G(z, x, x′) =
cz∆

[z2 + (x− x′)2]∆
.

Показать, что G ≈ δ(4)(x− x′) при z = ε→ 0. Найти c(ε).
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