
Ëàãðàíæèàíû ñâîáîäíûõ ïîëåé.
Ïóñòü ϕ(x)-êîìïëåêñíîå ïîëå, ñêàëÿð ïî ãðóïïå Ëîðåíöà. Äëÿ ñâîáîäíî-

ãî ïîëÿ äåéñòâèå

S =

∫
d4x(∂µϕ

∗∂µϕ−m2ϕ∗ϕ) (1)

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãëàáàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ äåéñòâèòåëíûì α

ϕ → ϕ′(x) = eiαϕ(x).

Ïðî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ãîâîðÿò, ÷òî îíî ãëîáàëüíîå è âíóòðåííåå. Â ýòîì
êîíòåêñòå ãëîáàëüíîå îçíà÷àåò ëèøü òî, ÷òî α íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò. Ñëî-
âîì "âíóòðåííåå"ïîä÷åðêèâàþò, ÷òî ïðåîáðàçóþòñÿ òîëüêî ïîëÿ (íàïðèìåð,
åñëè áû ìû îòäåëüíî ðàññìàòðèâàëè äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ñîñòàâëÿ-
þùèå ϕ). Îòìåòèì, ÷òî ëàãðàíæåâà ïëîòíîñòü (1) íå èçìåíÿåòñÿ ïðè òàêèõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Ñîîòâåòñòâóþùèé ãëîáàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì òîê âû-
ãëÿäèò êàê

jµ = −i(ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ
∗). (2)

Ëàãðàíæèàí ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Aµ(x) (4 äåéñòâèòåëüíûå êîìïî-
íåíòû) � âåêòîðà ïî ãðóïïå Ëîðåíöà îïðåäåëÿþò ÷åðåç òåíçîð íàïðÿæåí-
íîñòè ïîëÿ

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (3)

Ýòà âåëè÷èíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé

Aµ → A′
µ(x) = Aµ(x) + ∂µα(x).

Â ýòîì ñëó÷àå α(x) óæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò, ÷òî ïîä÷åðêíóòî
òåðìèíîì "ëîêàëüíîå"ïðåîáðàçîâàíèå. Äåéñòâèå äëÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ âûãëÿäèò êàê

S =

∫
d4x(−1

4
FµνF

µν). (4)

×åðåç òðåõìåðíûå âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè Fµν âûðàæàåòñÿ êàê

F0i = Ei, Fij = −ϵijkHk, ϵ123 = 1.

Â ýòîé ôîðìóëå ó Fµν èñïîëüçóþòñÿ íèæíèå ëîðåíöåâû èíäåêñû (ñâîðà-
÷èâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè Ìèíêîâñêîãî), à ó Ei,Hk, ϵijk èñïîëüçóþòñÿ
òðåõìåðíûå èíäåêñû (ñâîðà÷èâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè Åâêëèäà). Äó-
àëüíûå âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ÷åòûðåõìåðíîãî ïîëíîñòüþ
àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ϵµνρλ (ϵ0123 = 1)

F̃µν =
1

2
ϵµνρλF

ρλ

è óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó Áüÿíêè

∂µF̃µν ≡ 0 (5)
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Çàäà÷è.

1. Èñïîëüçóÿ óðàíåíèÿ äâèæåíèÿ â òåîðèè (1), ïîêàçàòü, ÷òî òîê (2) ñî-
õðàíÿåòñÿ.

2. Ïðîâåðèòü òîæäåñòâî Áüÿíêè (5).

3. Èçìåíèò ëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â òåîðèè (4) äîáàâî÷íîå ñëàãàåìîå â
ëàãðàíæåâîé ïëîòíîñòè âèäà F̃µνF

µν?

4. Íå ôèêñèðóÿ êàëèáðîâî÷íîå óñëîâèå íàéòè îáùåå ðåøåíèå äëÿ ïîëÿ
Aµ â òåîðèè (4).

5. Íàéòè (íåòåðîâñêèé) òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ â òåîðèè (4). Åãî ìîæíî ñèììåòðèçîâàòü, íå íàðóøàÿ óñëî-
âèå ñîõðàíåíèÿ òàê, ÷òî íîâûé òåíçîð áóäåò âûðàæàòüñÿ òîëüêî ÷åðåç
êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíûå âåëè÷èíû Fµν . ×åìó ðàâåí ñëåä T̃µ

µ ñèì-
ìåòðè÷íîãî òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà?

6. Ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà

xµ → x′
µ = xµ + ω ν

µ xν

ìîæíî èñïîëüçîâàòü (ïî àíàëîãèè ñ òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèåé) äëÿ
âûâîäà ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí (òåíçîð óãëîâîãî ìîìåíòà). Â òåîðèè
äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íàéòè ýòè âåëè÷èíû è âûðàçèòü èõ
÷åðåç êîìïîíåíòû òåíçîðà-èìïóëüñà. Íàéòè òåíçîð óãëîâîãî ìîìåíòà
â òåîðèè (4).
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