
Îáîçíà÷åíèÿ.

Ïðîñòðàíñòâåííûå èíäåêñû: i, j, · · · = 1, 2, 3., 3-âåêòîð ~x→ (x1, x2, x3).
Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå èíäåêñû: µ, ν, · · · = 0, 1, 2, 3, x→ (t, ~x).
Ìåòðèêà Ìèíêîâñêîãî: ηµν = diag (1,−1,−1,−1) .
Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå (åñ-

ëè íåò äîïîëíèòåëüíûõ îãîâîðîê).
Ïðèìåð: ëîðåíöåâ ñêàëÿð, ñîñòàâëåííûé èç äâóõ 4-âåêòîðîâ pµ → (p0, ~p),

xµ → (x0, ~x) :

ηµνp
µxν ≡ pνxν = p0x0 − p1x1 − p2x2 − p3x3.

Äëÿ ñîêðàùåííîé çàïèñè ôîðìóë óäîáíî ââåñòè ñèìâîë ∂µ ≡ ∂
∂xµ .

Ñèñòåìà åäèíèö: ~ = c = 1.

Ðàçìåðíîñòü [c] =
L

T
, [~] = M

L2

T
, ïîýòîìó [L] = [T ] = [M−1] = [E−1] (L

� äëèíà, T � âðåìÿ, E � ýíåðãèÿ, M � ìàññà, ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, c �
ñêîðîñòü ñâåòà).

Ëàãðàíæèàíû ñâîáîäíûõ ïîëåé.
Ïóñòü φ(x)-äåéñòâèòåëüíîå ïîëå, ñêàëÿð ïî ãðóïïå Ëîðåíöà. Äëÿ ñâî-

áîäíîãî ïîëÿ äåéñòâèå

S =

∫
d4x(

1

2
∂µφ∂

µφ− m2

2
φ2) (1)

ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Êëåéíà-Ãîðäîíà.

∂µ∂
µφ+m2φ = 0.

Ïóñòü Bµ(x)-äåéñòâèòåëüíîå ïîëå, âåêòîð ïî ãðóïïå Ëîðåíöà. Ïîëåçíî
èçó÷èòü ñâîáîäíóþ òåîðèþ ñ äåéñòâèåì

S =

∫
d4x(−1

4
BµνB

µν +
M2

2
BµB

µ), (2)

ãäå Bµν = ∂µBν − ∂νBµ.
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Çàäà÷è.

1. Ïîêàçàòü, ÷òî íàèáîëåå îáùèé ëàãðàíæèàí, óäîâëåòâîðÿþùèé òðåáî-
âàíèÿì ëîðåíö-èíâàðèàíòíîñòè, ëîêàëüíîñòè è ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé
ïîëÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ,

L = a(∂µφ)
2 + b∂2µφ+ cφ∂2µφ+

m2

2
φ2 + d · φ,

ýêâèâàëåíòåí (1) ïðè m 6= 0. Íàéòè ðàçìåðíîñòü êîíñòàíò a, b, c, d, m.

2. Ïðîâåðèòü ÿâíûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî ýíåðãèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç ëàãðàí-

æèàíà äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ñîõðàíÿåòñÿ (
dE

dt
= 0), åñëè

ïîëå φ äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàåò íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íî-
ñòè è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì ïîëÿ.

3. Ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ òåîðèè ñ âåêòîðíûì ïîëåì (2).
Äàâàéòå èçìåíèì çíàê ïåðåä M2 íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ïîÿâÿòñÿ ëè
ïðè ýòîì ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèå ñî âðåìåíåì ðåøåíèÿ?

4. Íàéòè (íåòåðîâñêèé) òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ â
òåîðèè (2) è ïîñòðîèòü ïî íåìó âûðàæåíèå äëÿ ñîõðàíÿþùåéñÿ ýíåð-
ãèè. Ïîëîæèòåëüíà ëè îíà ïðè íàøåì âûáîðå çíàêà ïåðåä M2 â (2)?
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