
ÎÒÎ, 8 ñåìåñòð.
Çàäà÷è ê ýêçàìåíó � 2011

1. Êâàíòîâàÿ êîñìîëîãèÿ
Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ Âñåëåííóþ ñ ïîëîæèòåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé.

1. Âûïèñàòü íàèáîëåå îáùèé ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûé è èçîòðîïíûé àíçàö äëÿ
gµν , ïîäñòàâèòü åãî â äåéñòâèå ÎÒÎ. Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ñëåäóþ-
ùèå èç ïîëó÷åííîãî ðåäóöèðîâàííîãî äåéñòâèÿ, ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèþ Ôðèä-
ìàíà äëÿ çàìêíóòîé Âñåëåííîé.

2. Ïðîêâàíòîâàòü ðåäóöèðîâàííóþ ìîäåëü. Íàéòè âîëíîâóþ ôóíêöèþ Âñåëåííîé â
êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî ïðèáëèæåíèå ïðèìå-
íèìî?

3. ×òî òàêîå âðåìÿ?

2. Ìíîãîìåðíûå ãðàâèòîíû
Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçîâàííóþ ÎÒÎ â D�ìåðèè.

1. Íàéòè òåíçîðû ýíåðãèè�èìïóëüñà è ìîìåíòà. Ìåíÿþòñÿ ëè îíè ïðè êàëèáðîâî÷-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ?

2. Ïðîêâàíòîâàòü ìîäåëü. Íàéòè ÷èñëî ïîëÿðèçàöèîííûõ ñîñòîÿíèé ãðàâèòîíà è ñî-
îòâåòñòâóþùèå êâàíòîâûå ÷èñëà (ýíåðãèþ, èìïóëüñ è àíàëîã ñïèíà). Îòäåëüíî
ðàññìîòðåòü ñëó÷àè ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî ÷èñëà èçìåðåíèé.

3. Ðåäóêöèÿ íà ñôåðó
Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèå ýëåêòðîìàãíèòíîå è ãðàâèòàöèîííîå ïîëÿ
â D = 6. Òàêæå ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå B = M4 × S2, ãäå M4 � ÷åòûðåõìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî, S2 � äâóìåðíàÿ ñôåðà.

1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ðàäèóñà S2 ìíîãîîáðàçèå B ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé
Ýéíøòåéíà�Ìàêñâåëëà?

2. Íàéòè âåêòîðû Êèëëèíãà B. Êàêóþ àëãåáðó îíè îáðàçóþò?

3. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå âîçìóùåíèÿ íà ôîíå B. Íàéòè ÷åòûðåõìåðíî áåçìàññîâûå
ìîäû, ò.å. ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ êâàäðàò ÷åòûðåõ-
èìïóëüñà ðàâåí íóëþ. Ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ìîäû îáðàçóþò êàëèáðîâî÷íóþ òåîðèþ
ñ ãðóïïîé SU(2).
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4. Ìàññèâíàÿ ãðàâèòàöèÿ: ïàòîëîãè÷åñêèå ñëó÷àè
Äîáàâèì ê äåéñòâèþ ÎÒÎ ÷ëåí

Sm =
1

16π

∫
d4x

[
−m

2

4
hµνhλρη

µληνρ +
α

4
(hµνη

µν)2
]
,

ãäå hµν = gµν − ηµν , ηµν = diag(1, −1, −1, −1).

1. Âûïèñàòü ëàãðàíæèàí ëèíåéíûõ âîçìóùåíèé íà ôîíå ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî.
Ïîêàçàòü, ÷òî m � ìàññà ãðàâèòîíà.

2. Íàéòè êîëè÷åñòâî ïîëÿðèçàöèîííûõ ñîñòîÿíèé.

3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α ýíåðãèÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí îãðàíè÷åíà ñíèçó?

5. Ìàññèâíàÿ ãðàâèòàöèÿ: ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà
Ðàññìîòðèì ìîäåëü èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Ïîëîæèì α = m2. Äàëåå áóäåì ðàáîòàòü â
ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî hµν � 1.

1. Íàéòè ãðàâèòàöèîííîå ïîëå âíå ñôåðè÷åñêè�ñèììåòðè÷íîé çâåçäû ìàññû M . Ñó-
ùåñòâóåò ëè ïðåäåë ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè m→ 0? Âûïîëíÿåòñÿ ëè çàêîí Íüþòîíà?
Îòäåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà.

2. Èñïîëüçóÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî îòêëîíåíèþ ëó÷åé ñâåòà âáëèçè Ñîëíöà,
ïîñòàâèòü îãðàíè÷åíèå íà m.

6. Áûñòðî ëåòÿùàÿ ÷åðíàÿ äûðà
Ðàññìîòðèì ÷åðíóþ äûðó ìàññû M .

1. Ïîêàçàòü, ÷òî ìåòðèêó Øâàðäøèëüäà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

ds2 = A(ρ)dt2 −B(ρ)(dx2 + dy2 + dz2) ,

ãäå ρ2 = x2 + y2 + z2. Íàéòè A è B.

2. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ïîëó÷èòü ìåòðèêó ÷åðíîé äûðû, äâèæóùåé-
ñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v.

3. Ðàññìîòðèì ïðåäåë v → 1 ïðè ôèêñèðîâàííîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè E = M/
√

1− v2.
Ïîäîáðàòü ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðåäåëüíàÿ ìåòðèêà
ñîäåðæàëà òîëüêî δ�ôóíêöèîíàëüíóþ îñîáåííîñòü.

4. Íàéòè ñâåòîïîäîáíûå ãåîäåçè÷åñêèå â ïîëó÷åííîé ìåòðèêå. Ïðåäëîæèòü ñïîñîá
ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáíàðóæåíèÿ áûñòðî ëåòÿùèõ ÷åðíûõ äûð.
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7. Äîìåííàÿ ñòåíêà â ïðîñòðàíñòâå ÀäÑ
Ïÿòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Àíòè�äå�Ñèòòåðà îáëàäàåò ìåòðèêîé

ds2 = e−2kz ηµνdx
µdxν − dz2 , (1)

ãäå k íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ÀäÑ.
Ðàññìîòðèì òåîðèþ ãðàâèòèðóþùåãî ñêàëàðíîãî ïîëÿ Φ â D = 5 èçìåðåíèÿõ:

S =

∫
d5x
√
−g
[
− R

2κ
+

1

2
gMN∂MΦ∂NΦ− U(Φ)

]
,

ãäå κ � ïÿòèìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ Íüþòîíà; ïîòåíöèàë ïîëÿ ðàâåí

U(Φ) =
λ

4
(Φ2 − v2)2 − κλ

27
Φ2(Φ2 − 3v2)2 .

1. Íàéòè ñàìîñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ÎÒÎ è óðàâíåíèé ïîëÿ � ãðàâèòè-
ðóþùóþ äîìåííóþ ñòåíêó. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòåíêà íàõîäèòñÿ ïðè z ≈ 0.

2. Ïîêàçàòü, ÷òî ìåòðèêà äîìåííîé ñòåíêè ñòðåìèòñÿ ê (1) ïðè z → +∞. Òàêèì
îáðàçîì, ñòåíêà ïîãðóæåíà â ÀäÑ. Êàêàÿ ìåòðèêà ïîëó÷àåòñÿ ïðè z → −∞?

3. Ïîêàçàòü, ÷òî â ïðåäåëå èñ÷åçàþùå ìàëîé òîùèíû ñòåíêà ïðåâðàùàåòñÿ âî âðå-
ìåíèïîäîáíóþ îáîëî÷êó, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì Èçðàýëÿ.

4. Ïîêàçàòü, ÷òî â ñïåêòðå ìàëûõ âîçìóùåíèé íà ôîíå áåñêîíå÷íî òîíêîé ñòåíêè
ïðèñóòñòâóåò áåçìàññîâàÿ òåíçîðíàÿ ìîäà.
Ïðèìå÷àíèå. Áåçìàññîâîé òåíçîðíîé ìîäîé íàçîâåì âîçìóùåíèå hAB(x, z), óäîâëå-
òâîðÿþùåå

h55 = h5µ = ∂µhµν = hµµ = 0 , ∂µ∂
µhλρ = 0 .

8. ×åðíàÿ ñòðóíà â áðàííîì ìèðå
Äîáðî ïîæàëîâàòü â áðàííûé ìèð Ðýíäàëë�Ñàíäðóìà, îáëàäàþùèé ìåòðèêîé

ds2 = e−k|z| ηµνdx
µdxν − dz2 . (2)

Çäåñü xµ � îáû÷íûå ÷åòûðåõìåðíûå êîîðäèíàòû, z � êîîðäèíàòà âäîëü äîïîëíèòåëü-
íîãî èçìåðåíèÿ.

1. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè z 6= 0 ìåòðèêà (2) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Ýéíøòåéíà ñ
îòðèöàòåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé Λ5. Ïîêàçàòü, ÷òî â ïëîñêîñòè z = 0
íàõîäèòñÿ áåñêîíå÷íî òîíêàÿ îáîëî÷êà, íàéòè åå òåíçîð ýíåðãèè�èìïóëüñà.

2. ßâëÿåòñÿ ëè ïðîñòðàíñòâî (2) ãåîäåçè÷åñêè ïîëíûì?
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3. Íàéòè ÷åðíóþ ñòðóíó, ïîãðóæåííóþ â ïðîñòðàíñòâî (2) � ñòàòè÷åñêîå ñôåðè÷åñêè�
ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ÎÒÎ, âûòÿíóòîå âäîëü äîïîëíèòåëüíîãî èçìå-
ðåíèÿ. Äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî íàáëþäàòåëÿ òàêàÿ ñòðóíà áóäåò íåîòëè÷èìà îò ÷åð-
íîé äûðû.

4. Ïîêàçàòü, ÷òî ñòðóíà ñèíãóëÿðíà.

9. Ôîòîííàÿ çâåçäà
Ðàññìîòðèì çâåçäó ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ

p = wρ , ãäå w = 1/3 . (3)

1. Íàéòè òî÷íîå ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Òîëìàíà�Âîëêîâà�Îïïåíõåéìåðà,
à òàêæå ðåøåíèÿ, áëèçêèå ê ñèíãóëÿðíîìó.

2. Ïóñòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ (3) âûïîëíÿåòñÿ â îáëàñòè ρ1 < ρ < ρ0, ãäå ïðè ρ = ρ1
ðàñïîëîæåíà òîíêàÿ áåçìàññîâàÿ îáîëî÷êà çâåçäû, à ρ > ρ2 ñîîòâåòñòâóåò ïëîòíîé
ñåðäöåâèíå ðàäèóñà r0 è ìàññû m0. Íàéòè ãðàâèòàöèîííóþ ìàññó çâåçäû, ñ÷èòàÿ,
÷òî r0 êðàéíå ìàëî, à ρ0 ∼ 1/r20.

3. Íàéòè ìàññó çâåçäû ÷èñëåííî ïðè ρ0 � 1/r20.

10. Êàìèêàäçå ïðîòèâ ÷åðíîé äûðû
Áåñêîíå÷íûé íàáîð êàìèêàäçå ïàäàåò íà ÷åðíóþ äûðó ïî âðåìåíèïîäîáíûì ãåîäåçè-
÷åñêèì, ñòàðòóþùèì èç áåñêîíå÷íîñòè ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ. Äàëåå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ìàññû êàìèêàäçå ðàâíû íóëþ, à èõ ãåîäåçè÷åñêèå îáðàçóþò êîíãðóýíöèþ.

Ââåäåì ñêàëÿðíûå ïîëÿ ψi, âçàèìîäåéñòâóþùèå ñ êàìèêàäçå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Si =
1

2

∫ √
−g d4x

[
(∂µψi)

2 + εi(u
µ∂µψi)

2
]
,

ãäå uµ � ñêîðîñòü êàìèêàäçå, εi � ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû.

1. Âû÷èñëèòü ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ÷åðíîé äûðû äëÿ ïîëåé ψi. ßâëÿåòñÿ ëè îí ïëàí-
êîâñêèì?

2. Èñïîëüçóÿ ψi, ïîñòðîèòü âå÷íûé äâèãàòåëü âòîðîãî ðîäà.

11. Ñòàòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
Äàíî ñòàòè÷åñêîå ñôåðè÷åñêè�ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî

ds2 = f(r) dt2 − dr2

f(r)
− r2dΩ2 , ãäå f(r) = 1− (kr)2 . (4)
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1. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (4) íå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêè ïîëíûì.

2. Ðàññìàòðèâàÿ ðàäèàëüíûå ñâåòîïîäîáíûå ãåîäåçè÷åñêèå, ââåñòè êîîðäèíàòû, ïî-
êðûâàþùèå âñå ïðîñòðàíñòâî.

3. Ïðåäëîæèòü ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ìåòðèêè (4).

12. Êîñìîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ

1. Íàðèñîâàòü äèàãðàììû Ïåíðîóçà äëÿ êîñìîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ðàññìîòðåòü ñëó-
÷àè îòêðûòîé, çàìêíóòîé è ïëîñêîé Âñåëåííûõ íà ìàòåðèàëüíîé è ðàäèàöèîííî�
äîìèíèðîâàííîé ñòàäèÿõ, à òàêæå íà ñòàäèè óñêîðåííîãî ðàñøèðåíèÿ.

2. Îáîçíà÷èòü íà äèàãðàììàõ ãîðèçîíòû ÷àñòèö è ãîðèçîíòû ñîáûòèé äëÿ ðàçëè÷-
íûõ íàáëþäàòåëåé.

13. Ãëóõàÿ äûðà
Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ æèäêîñòü, ñòàöèîíàðíî ñëèâàþùóþñÿ â ñòîê ñî ñêîðîñòüþ
v(x).

1. Âûïèñàòü óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå àêóñòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â æèäêîñòè. Äëÿ ïðî-
ñòîòû ïîëàãàòü, ÷òî ñêîðîñòü çâóêà ïîñòîÿííà.

2. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ïðèñóòñòâóåò ãëóõàÿ äûðà � îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, çâóêè èç
êîòîðîé íå äîíîñÿòñÿ äî óäàëåííîãî íàáëþäàòåëÿ?

3. Âû÷èñëèòü ñïåêòð ôîíîíîâ, èñïóñêàåìûõ ãëóõîé äûðîé.
Ïðèìå÷àíèå. Ôîíîíîì íàçûâàåòñÿ êâàíò çâóêà.
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