
Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ - 4 êóðñ, âåñåííèé ñåìåñòðÇàäà÷è ê çà÷åòó � 2010Ïðèìå÷àíèå. Åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî, òî òåìïåðàòóðà è ïëîòíîñòü ðàâíû íóëþ.1. Ìîäåëü íà ñ�åðå.�àññìîòðèì òåîðèþ äâóõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé íà 3-ñ�åðå ðàäèóñà r â ìèíêîâñêîìâðåìåíè. Äðåâåñíûé ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë èìååò âèä
V (φ, χ) = h2φ2χ2 +

λ

4
(φ2 − v2)2 .Íàéòè îäíîïåòëåâîé âêëàä â ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ φ, êîòîðûé äàåò ïîëå

χ. Ñ÷èòàòü, ÷òî λ≪ h2 ≪ 1, òîãäà ýòîò è äðåâåñíûé âêëàäû � ãëàâíûå. Ïðîèñõî-äèò ëè âîññòàíîâëåíèå ñèììåòðèè ïðè ìàëûõ r?2. Ìîäåëü 
 �åðìèîíàìè íà ñ�åðå.Òî æå, ÷òî â ïåðâîé çàäà÷å, íî âìåñòî ïîëÿ χ ðàñññìîòðåòü �åðìèîííîå ïîëå ψ,âçàèìîäåéñòâóþùåå þêàâñêèì îáðàçîì:
Lψφ = hψ̄ψφ3. Ìîäåëü íà ãèïåðáîëîèäå.Òî æå, ÷òî â ïåðâîé çàäà÷å, íî íà 3�ãèïåðáîëîèäå ðàäèóñà êðèâèçíû r.4. Äåáàåâñêèé ðàäèóñ.Ìåòîäàìè òåîðèè ïîëÿ íàéòè äåáàåâñêèé ðàäèóñ â ýëåêòðîíåéòðàëüíîé ñðåäå ðå-ëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ è íåðåëÿòèâèñòñêèõ ïðîòîíîâ ñ çàäàííîé ïëîòíîñòüþ

np = ne ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå.5. Òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë â (1 + 1)�ìåðíîé ìîäåëè.Íàéòè â íèçøåì íåòðèâèàëüíîì ïîðÿäêå ïî ïîëþ îäíîïåòëåâîé âêëàä â áîëüøîéòåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë �åðìèîíîâ âî âíåøíåì ñòàòè÷åñêîì ïîëå A1(x
1)ïðè êîíå÷íûõ òåìïåðàòóðå è ïëîòíîñòè �åðìèîííîãî ÷èñëà â (1+1)-ìåðíîé òåîðèèñ áåçìàññîâûìè �åðìèîíàìè è âçàèìîäåéñòâèåì

LψA = gψ̄γµγ3ψAµ ,ãäå γ3 � äâóìåðíûé àíàëîã γ5-ìàòðèöû.6. Àíîìàëèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.�àññìîòðèì òðåõìåðíóþ íåðåëÿòèâèñòñêóþ ÷àñòèöó â ñ�åðè÷åñêè�ñèììåòðè÷íîìïîòåíöèàëå
V (r) = − β

r2
. (1)1



(a) Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, îïèñûâàþùåå äâèæåíèå òàêîé ÷àñòè-öû, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèëàòàöèîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé r → λr. Êà-êîé âûâîä ìîæíî ñäåëàòü ïðî äèñêðåòíóþ ÷àñòü ñïåêòðà â ìîäåëè (1)?(b) Ïóñòü ïîòåíöèàë (1) ðåãóëÿðèçîâàí ïðè r ≈ 0. Íàéòè ýíåðãèè è âîëíîâûå�óíêöèè âûñîêîëåæàùèõ ñîñòîÿíèé 
 îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l.Ïðèìå÷àíèå. Ïîä âûñîêîëåæàùèìè ñîñòîÿíèÿìè çäåñü ïîíèìàþòñÿ ñîñòîÿ-íèÿ, íå ëîêàëèçîâàííûå â ¾ðåãóëÿðèçîâàííîé¿ îáëàñòè r ≈ 0.7. Ôîòîí â ìîäåëè Øâèíãåðà.Íàéòè ïðîïàãàòîð �îòîíà âî âñåõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé â êâàíòîâîé ýëåê-òðîäèíàìèêå ñ áåçìàññîâûìè �åðìèîíàìè â (1+1)�ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.Äàòü èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííîìó ðåçóëüòàòó â òåðìèíàõ àêñèàëüíîé àíîìàëèè.Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü êàëèáðîâêó ∂µAµ = 0.8. Áîçîííàÿ ñòðóíà â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè.�àññìîòðèì áîçîííóþ ñòðóíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ â ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè ñìåòðèêîé GAB(X). Äåéñòâèå ìîäåëè çàïèøåì â âèäå
S =

1

4πα′

∫

d2σ
√
−hhαβ∂αXA∂βX

BGAB(X) . (2)Çäåñü hαβ(σ) è σα � ìåòðèêà è êîîðäèíàòû íà ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè ñòðóíû ñîîò-âåòñòâåííî; α = 0, 1. Ïîëÿ XA(σ), A = 0, . . . , 25 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîîðäèíàòûñòðóíû â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå.(a) Íàéòè ðàçìåðíîñòè ïîëåé è êîíñòàíòû α′.(b) Ïîêàçàòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìåòðèêó íà ïîâåðõ-íîñòè ñòðóíû ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó
hαβ = e2ϕ(σ)ηαβ . (3)Áóäåì íàçûâàòü (3) êîí�îðìíîé êàëèáðîâêîé.(
) Ïðîâåðèòü, ÷òî â êîí�îðìíîé êàëèáðîâêå äåéñòâèå (2) íå çàâèñèò îò ϕ. Òàêèìîáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå hαβ → Λ2(σ)hαβ ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íîé ñèììåòðè-åé òåîðèè. Áóäåì íàçûâàòü åå âåéëåâñêîé ñèììåòðèåé.(d) Ïîêàçàòü, ÷òî ðàçìåðíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ðàçðóøàåò âåéëåâñêóþ èíâàðèàíò-íîñòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ìîäåëè (2), âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèñóòñòâóåò êàëèáðî-âî÷íàÿ àíîìàëèÿ, ÷òî ãîâîðèò î âíóòðåííåé ïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè.Óêàçàíèå. Âûïèñàòü äåéñòâèå äëÿ ñòðóíû ñ d�ìåðíîé ìèðîâîé ïîâåðõíîñòüþâ êàëèáðîâêå (3).(e) Âû÷èñëèòü îäíîïåòëåâîå ý��åêòèâíîå äåéñòâèå â êîí�îðìíîé êàëèáðîâêå.Ïîêàçàòü, ÷òî âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì ðàñõîäèìîñòè ìîæíî óáðàòü ïåðåíîð-ìèðîâêîé âîëíîâîé �óíêöèè XA → V A+MA

BX
B, ãäåMA

B è V A � áåñêîíå÷íûåìàòðèöà è âåêòîð. 2



Óêàçàíèå 1. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì �îíîâîãî ïîëÿ:XA(σ) = Y A(σ)+xA(σ),ãäå Y A(σ) � �îíîâûå ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ïî-ëÿ, à xA(σ) � êâàíòîâûå âîçìóùåíèÿ.Óêàçàíèå 2. Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî �îíîâûå ïîëÿ ïî÷òè ïîñòîÿííû:
Y A(σ) = Y A

0 + yA(x), yA ≪ Y A
0 . Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âû÷èñëèòü ëèøü ÷àñòüý��åêòèâíîãî äåéñòâèÿ, êâàäðàòè÷íóþ ïî ïîëÿì y, à çàòåì äîãàäàòüñÿ äîïîëíîãî (êîâàðèàíòíîãî) ý��åêòèâíîãî äåéñòâèÿ.Óêàçàíèå 3. Ïðîùå âñåãî èñïîëüçîâàòü ãàóññîâû íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû XAñ öåíòðîì â òî÷êå XA = Y A

0 .(f) Êàêèì óñëîâèÿì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ìåòðèêà GAB, ÷òîáû ý��åêòèâíîåäåéñòâèå íå çàâèñåëî îò ϕ?9. �ðàâèòàöèîííàÿ êèðàëüíàÿ àíîìàëèÿ.�àññìîòðèì ÷åòûðåõìåðíûå áåçìàññîâûå �åðìèîíû â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè ñ ìåòðèêîé gµν .(a) Ïîêàçàòü, ÷òî äåéñòâèå ìîäåëè èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî êèðàëüíûõ ïðåîá-ðàçîâàíèé ψ → eiαγ5ψ.(b) �àññìàòðèâàÿ �óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë äëÿ �åðìèîíîâ, âû÷èñëèòü ãðàâè-òàöèîííûé âêëàä â êèðàëüíóþ àíîìàëèþ.Ïîäñêàçêà 1. Äëÿ âû÷èñëåíèé â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè x = x0 óäîáíîèñïîëüçîâàòü ãàóññîâó íîðìàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ãäå
eaµ(x0) = δaµ , ∇νe

a
µ

∣

∣

∣
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= 0 , (∇λ∇ν + ∇ν∇λ) e
a
µ

∣

∣

∣
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= 0 ,

eaµ(x) � òåòðàäà. Ïîêàæèòå, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñóùåñòâóåò.Ïîäñêàçêà 2. Ïîëåçíî íàó÷èòüñÿ âû÷èñëÿòü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò
Z =

∫

dx 〈x|e−H |x〉 , ãäå H = (−i∂µ + Aµνx
ν)2 ,ãäå Aµν � ìàëåíüêèå êîíñòàíòû. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, âîîáðàçèâ, ê ïðèìåðó,÷òî îïåðàòîð H ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû, à Z �àíàëîãîì ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû. Òîãäà Z ìîæíî âû÷èñëèòü ìåòîäîì �óíê-öèîíàëüíîãî èíòåãðàëà.10. Ñóìàñøåäøèå ó÷åíûå â òåìíîòå.�àññìîòðèì ÊÕÄ ñ äâóìÿ êâàðêàìè, u è d, ìàññû êîòîðûõ ðàâíû mu è md ñî-îòâåñòâåííî. Âîîáùå ãîâîðÿ, ëàãðàíæèàí ñîäåðæèò òàêæå θ�÷ëåí, ñâÿçàííûé ñíàëè÷èåì θ�âàêóóìà,

Lθ =
θ

16π2
trGµνG̃µν ,ãäå Gµν � íàïðÿæåííîñòü ãëþîííîãî ïîëÿ. Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî îæè-äàòü, ÷òî θ ∼ 1. Îäíàêî, ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ãîâîðÿò îá îáðàòíîì:3



θex < 10−9. Ýòî íåîæèäàííî ìàëåíüêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ìîäåëè ìîæíî îáúÿñ-íèòü, äîáàâèâ â ìîäåëü ïñåâäîñêàëÿðíóþ ÷àñòèöó � àêñèîí:
La =

1

2
(∂µa)

2 +
a(x)

fa
trGµνG̃µν ,ãäå fa õàðàêòåðèçóåò âçàèìîäåéñòâèå àêñèîíà ñ ãëþîííûì ïîëåì. �àññìîòðèì òåî-ðèþ ñ ëàãðàíæèàíîì L = LQCD + Lθ + La.(a) Ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ìàññà îäíîãî èç êâàðêîâ ðàâíà íóëþ, �óíêöè-îíàëüíûé èíòåãðàë òåîðèè èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíûõ ïðåîáðà-çîâàíèé a(x) → a(x)+α, äîïîëíåííûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìèäðóãèõ ïîëåé.(b) Â ïåðâîì íåèñ÷åçàþùåì ïîðÿäêå ïî 1/fa è ñ÷èòàÿ, ÷òî mu, md ≪ µ, íàéòèý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ àêñèîíà. Çäåñü

µ3 = −〈ūu〉 = −〈d̄d〉îáîçíà÷àåò (èçâåñòíûé) êâàðêîâûé êîíäåíñàò. Íàéòè âàêóóìû ìîäåëè è ìàññóàêñèîíà. Ïîêàçàòü, ÷òî ââåäåíèå àêñèîííîãî ïîëÿ ïîçâîëÿåò ðåøèòü ïðîáëå-ìó áîëüøîãî θ�÷ëåíà.Çàìå÷àíèå. ÊÕÄ íàõîäèòñÿ â ñèëüíîé ñâÿçè, ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ý�-�åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå ïî êîíñòàíòå ñèëü-íûõ âçàèìîäåéñòâèé. Âìåñòî ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ �åíîìå-íîëîãè÷åñêè èçâåñòíûì çíà÷åíèåì êâàðêîâîãî êîíäåíñàòà è ñîîòíîøåíèåì
〈ūγ5u〉 = 〈d̄γ5d〉 = 0.(
) Äîáàâèì â ìîäåëü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, ãäå çàðÿä àêñèîíà íà äðåâåñíîìóðîâíå ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ. Â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî 1/fa íàéòè ëàãðàíæèàíâçàèìîäåéñòâèÿ àêñèîíà ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.(d) Ïðåäñòàâèì ñåáå ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò. Ëó÷ ëàçåðà ñâåòèò â íåïðîíèöàå-ìóþ ñòåíó, çà êîòîðîé â êðîìåøíîé òüìå ñèäÿò ñóìàñøåäøèå ó÷åíûå è ïû-òàþòñÿ ÷òî�òî ðàçãëÿäåòü. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà (ëàçåð + ó÷åíûå)ïîìåùåíà â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå. Èñïîëüçóÿ ý��åêòèâíûé ëàãðàíæè-àí äëÿ àêñèîííîãî ïîëÿ, íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó÷åíûå óâèäÿò çåëåíûõ÷åëîâå÷êîâ.
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