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1. Ïóñòü åñòü äâà äåéñòâèòåëüíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëÿ ϕ, χ. Âîçüìåì ëàãðàíæèàí

L =
1

2
(∂µφ)2 +

1

2
(∂µχ)2 − m2

2
ϕ2 −mµϕχ− M2

2
χ2 +

c

2
∂µφ∂µχ .

Ïðîêâàíòîâàòü (íàéòè êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ è äâóõ÷àñòè÷íûå �óíêöèè �ðèíà). Ïðè

êàêèõ çíà÷åíèÿõ m, µ, M è c òàêàÿ òåîðèÿ èìååò ñìûñë?

2. Äàíî �åðìèîííîå ïîëå ψ ñ ëàãðàíæèàíîì

L = ψ̄iγµ∂µψ − m

2
(ψCψ + h.
.) ,

ãäå ψC � çàðÿäîâî ñîïðÿæåííîå ïîëå.

• Ïîêàçàòü, ÷òî ëàãðàíæèàí ëîðåíö-èíâàðèàíòåí.

• Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé ïîëÿ.

• Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà.

• Ïðîêâàíòîâàòü ýòî ïîëå (íàéòè êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îïåðàòîðàìè ðîæ-

äåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, à òàêæå ìåæäó îïåðàòîðàìè ïîëÿ; íàéòè ïðîïàãàòîð).

3. Äàíû äâà äåéñòâèòåëüíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëÿ ϕ, χ ñ ëàãðàíæèàíîì

L =
1

2
(∂µφ)2 − m2

2
ϕ2 +

1

2
χ2 + gϕ2χ .

Ïîñòðîèòü äèàãðàììíóþ òåõíèêó ïî âçàèìîäåéñòâèþ g. Ïîêàçàòü ïîäèàãðàììíî, ÷òî ìîäåëü
ýêâèâàëåíòíà òåîðèè îäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ïðîñòûì ëîêàëüíûì ñàìîäåéñòâèåì. Íàéòè

ëàãðàíæèàí ýêâèâàëåíòíîé òåîðèè.

4. Âû÷èñëèòü äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå e+e− → e+e− â òåîðèè Þêàâû

L =
1

2
(∂µφ)2 + iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ + gψ̄ψφ

â íèçøåì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé.

5. Íàéòè çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ φ±(k) è φ∗±(k) â òåîðèè

ñâîáîäíîãî êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ îòíîñèòåëüíî 1) ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû Ïóàíêàðå;

2) îòíîñèòåëüíî U(1)-ïðåîáðàçîâàíèé.

6. Â òåîðèè ñâîáîäíîãî êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ âû÷èñëèòü âåëè÷èíó 〈x|j0(y)|x〉, ãäå j0 -

íóëåâàÿ êîìïîíåíòà ñîõðàíÿþùåãîñÿ U(1)-òîêà, à

|x〉 = φ+(x, 0)|0〉.

Îöåíèòü ðàçìåð îáëàñòè, â êîòîðîé ëîêàëèçîâàí çàðÿä â òàêîì ñîñòîÿíèè.

7. Èñïîëüçóÿ îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ïîñòðîèòü óíèòàðíûé îïåðàòîð, ðåàëèçóþ-

ùèé ïðåîáðàçîâàíèå ÷åòíîñòè äëÿ ñêàëÿðíîãî è ïñåâäîñêàëÿðíîãî ïîëåé, ñîîòâåòñòâåííî

Pφ(x, t)P−1 = ±φ(−x, t)

è P|0〉 = |0〉.

8. Â òåîðèè ñ ëàãðàíæèàíîì

L =
1

2
(∂µφ)2 − m2

2
φ2 − λ

4!
φ4

âû÷èñëèòü àìïëèòóäû 1 → 5, 1 → 7, 1 → 9, 2 → 4, 2 → 6 è 2 → 8 â äðåâåñíîì ïðèáëèæåíèè, ãäå

â êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ âñå ÷àñòèöû - ðåàëüíûå è èìåþò íóëåâûå ïðîñòðàíñòâåííûå èìïóëüñû

(ðîæäåíèå íà ïîðîãå).
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9. Â òåîðèè âåùåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ëàãðàíæèàíîì

L =
1

2
(∂µφ)2 − m2

2
φ2 − λ

(2n+ 1)!
φ2n+1 − 4n+ 1

2((2n+ 1)!)2
λ2

m2
φ4n

âû÷èñëèòü â äðåâåñíîì ïðèáëèæåíèè àìïëèòóäó ïåðåõîäà 2n→ 2n, ãäå âñå ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ

íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè, ïðè÷åì ÷àñòèöû â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè ðîæäàþòñÿ íà êèíåìàòè÷å-

ñêîì ïîðîãå.

10. �àññìîòðåòü òåîðèþ N âåùåñòâåííûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé â ëàãðàíæèàíîì

L =
1

2

N
∑

i=1

∂µφi∂µφi −
m2

2

N
∑

i=1

φ2
i −

λ

4!

(

N
∑

i=1

φ2
i

)2

.

1) Íàéòè ãðóïïó ñèììåòðèé òåîðèè. 2) Âû÷èñëèòü â äðåâåñíîì ïðèáëèæåíèè àìïëèòóäû ïåðå-

õîäà 2 → 2, 2 → 6, 2 → 8, ãäå âñå ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè, ïðè÷åì ÷àñòèöû

â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè ðîæäàþòñÿ íà êèíåìàòè÷åñêîì ïîðîãå. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿ-

íèÿ âçÿòü äâå ÷àñòèöû îäíîãî è òîãî æå ïîëÿ. Îáîáùèòü ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî

÷èñëà ÷àñòèö â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè.

11. �àññìîòðåòü òåîðèþ äâóõ ìàññèâíûõ âåùåñòâåííûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé ñ ïîòåíöèàëîì

V =
g

2
φ2

1φ
2
2 +

λ

4!
φ4

2.

Â äðåâåñíîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èòü àìïëèòóäó ðîæäåíèÿ n = 4, 6, 8 ÷àñòèö ïîëÿ φ2 â ñòîëêíî-

âåíèè äâóõ ÷àñòèö ïîëÿ φ1, ïðè÷åì âñå ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè, à ÷àñòèöû

â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè ðîæäàþòñÿ íà êèíåìàòè÷åñêîì ïîðîãå. Âû÷èñëèòü âûøåóêàçàííûå àì-

ïëèòóäû ïðè g = λ
3
è g = 2λ. Îáîáùèòü ðåçóëüòàò íà ïðîèçâîëüíûå g è λ.

12. �àññìîòðåòü òåîðèþ äèðàêîâñêîãî �åðìèîíà è âåùåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñî ñïîíòàííûì

íàðóøåíèåì ñèììåòðèè,

L = iψ̄γµ∂µψ +
1

2
∂µφ∂µφ+

m2

2
φ2 − gφψ̄ψ − λ

4!
φ4.

Ïîëó÷èòü â äðåâåñíîì ïðèáëèæåíèè àìïëèòóäó ïåðåõîäà �åðìèîíîâ â ÷àñòèöû ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ φ (âîçáóæäåíèÿ íàä ïðàâèëüíûì âàêóóìíûì ñîñòîÿíèåì), ψψ̄ → nφ, n = 4, 6, 8, ïðè÷åì
âñå ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè, à ÷àñòèöû â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè ðîæäàþòñÿ

íà êèíåìàòè÷åñêîì ïîðîãå. Âû÷èñëèòü âûøåóêàçàííûå àìïëèòóäû ïðè λ = 3g2 è 3λ = g2.

Îáîáùèòü ðåçóëüòàò íà ïðîèçâîëüíûå g è λ.

13. Â òåîðèè Ôåðìè, ñïðàâåäëèâîé ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ, âçàèìîäåéñòâèå ëåïòîíîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå ÷åòûðåõ�åðìèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ëàãðàíæèàíîì:

Lint =
GF√

2
l†µl

µ,

ãäå ëåïòîííûé òîê lµ èìååò ñòðóêòóðó:

lµ = ψ̄lγµ(1 + γ5)νl, l = e, µ

Âû÷èñëèòü ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïðîöåññà µ− + νe → e− + νµ.

14. Â êâàðêîâîé ìîäåëè ëåãêèå àäðîíû ñîñòîÿò èç òðåõ òèïîâ êâàðêîâ u, d è s. Áóäåì ñ÷èòàòü êâàð-

êè áåçìàññîâûìè è îáðàçóþùèìè òðèïëåò îòíîñèòåëüíî ãðóïïû SU(3), ÿâëÿþùåéñÿ ãðóïïîé

ãëîáàëüíîé ñèììåòðèè òåîðèè. Äëÿ ñîñòîÿíèé ìåçîíîâ ñ îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì 0, áàðèîíîâ
(s = 1/2, s = 3/2) íàéòè ñâÿçü ìåæäó ñïèíîì, ÷åòíîñòüþ è ïðåäñòàâëåíèåì SU(3), â êîòîðîì
îíè íàõîäÿòñÿ.
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15. Âû÷èñëèòü ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ π+ íà ïðîòîíå â òåîðèè ïèîí-íóêëîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ

ëàãðàíæèàíîì Lint = gΨ̄γ5~σΨ~π, ãäå Ψ = (ψp, ψn) � èçîäóáëåò íóêëîíîâ, à ~π � ïñåâäîñêàëÿð-

íûé èçîòðèïëåò ìåçîíîâ. Íóêëîíû íàõîäÿòñÿ â �óíäàìåíòàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè èçîòîïè÷å-

ñêîé ãðóïïû SU(2), à ìåçîíû â ïðèñîåäèíåííîì.

16. �àññìîòðèì êèðàëüíóþ òåîðèþ, âçàèìîäåéñòâóþùóþ ñ ëåãêèì ïñåâäîñêàëÿðîì P . Ïîëíûé
ëàãðàíæèàí èìååò âèä

L =
1

2
(∂P )2 +

1

2
m2

PP
2 +

f2

8
Tr
(

∂µU
†∂µU + U†χ+ χ†U

)

, χ = 2B0 (Σ + hP ) ,

ãäå B0 è f � ðàçìåðíûå êîíñòàíòû, h � 3 × 3 ýðìèòîâà êîíñòàíòà áåçðàçìåðíûõ êîíñòàíò

âçàèìîäåéñòâèÿ, Σ � 3 × 3 ýðìèòîâà ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ ìàññû u, d è s êâàðêîâ, à 3 × 3
óíèòàðíàÿ ìàòðèöà U ñîäåðæèò ïîëÿ ëåãêèõ ïñåâäîñêàëÿðíûõ ìåçîíîâ

U = exp (i2Φ/f) , Φ =







1√
2
π0 + 1√

6
η π+ K+

π− − 1√
2
π0 + 1√

6
η K0

K− K̄0 − 2√
6
η






.

(a) Íàéòè ãðóïïó ñèììåòðèé òåîðèè.

(b) Îïðåäåëèòü ìàññû ìåçîíîâ, ïîëàãàÿ B0 = 2 �ýÂ, mu = 5ÌýÂ, md = 10 ÌýÂ, ms =
130 ÌýÂ. Ñðàâíèòü ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè.

(
) Âû÷èñëèòü â äðåâåñíîì ïîðÿäêå øèðèíû ðàñïàäîâ K+ → π+π0P è KL,S → ππP , ãäå
KS = 1√

2

(

K0 + K̄0
)

, KL = 1√
2

(

K0 − K̄0
)

. Îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

17. Ñîëèòîíû â ñêàëÿðíîé òåîðèè ïîëÿ íà íåêîììóòàòèâíîé ñ�åðå (fuzzy sphere).

�àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî R
3 ñ êîîðäèíàòàìè xa, a = 1, 2, 3 è åâêëèäîâîé ìåòðèêîé gab = δab

[Madore,Class.Quant.Grav.9:69-88,1992℄. �àññìîòðèì ñ�åðó S2

gab x
axb = r2. (1)

Ïóñòü C(S2) àëãåáðà êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé íà ñ�åðå, êîòîðàÿ äîïóñêàåò ïîëèíîìèàëü-

íîå ðàçëîæåíèå ïî xa

f(xa) = f0 + fax
a +

1

2
fa1a2

xa1xa2 + ...

Îáîðâåì ðàçëîæåíèå äî (n− 1)-îé ñòåïåíè

f(xa) = f0 + fax
a +

1

2
fa1a2

xa1xa2 + ...+
1

(n− 1)!
fa1a2..an−1

xa1xa2 ..xan−1 . (2)

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ (n − 1)-îé ñòåïåíè íàçîâåì Cn(S2). Òåíçîð fa1a2..ak
, 0 ≤

k ≤ n− 1 ìîæíî âûáðàòü ñèììåòðè÷íûì ïî âñåì èíäåêñàì. Ñâåðòêó fa1a2..ak
ïî ëþáûì äâóì

èíäåêñàì ìîæíî âûáðàòü ðàâíîé 0, èñïîëüçóÿ (1).

Ëþáîé ïîëèíîì âèäà (2) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé:

f(xa) =

n−1
∑

l=0

l
∑

m=−l

flmYlm(Ω), flm =

∫

dΩ

4π
f(xa)Y ∗

lm.

Çàäàäèì óìíîæåíèå íà ïðîñòðàíñòâå ïîëèíîìîâ (2). Äëÿ ýòîãî ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæ-

äîìó ïîëèíîìó êîìïëåêñíóþ ìàòðèöó n×n ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: â ðàçëîæåíèè (2) çàìåíèì
xa íà x̂α = κĴa, ãäå Ĵa ãåíåðàòîðû n - ìåðíîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû SU(2)

[Ĵa, Ĵb] = iεabcĴc.

Êîý��èöèåíò κ âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëàñü ñâÿçü (1).

κ
2ĴaĴa = r2 ⇒ κ =

2r√
n2 − 1

.
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Ââåäåì îïåðàòîðû äè��åðåíöèðîâàíèÿ

Laf̂ ≡ [Ĵa, f̂ ]

Çàïèøåì äåéñòâèå òåîðèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íà íåêîììóòàòèâíîé ñ�åðå â âèäå:

L(ϕ̂, ∂tϕ̂) =
4πr2

n

1

2
Tr

(

(∂tϕ̂)2 +
1

r2
[Ĵaϕ̂][Ĵaϕ̂] − gϕ̂2(λ− 2

3
ϕ̂)

)

. (3)

(a) Ïîëó÷èòü äåéñòâèå òåîðèè â êîììóòàòèâíîì ïðåäåëå: n→ ∞ ïðè �èêñèðîâàííîì r.

(b) Ïîëó÷èòü äåéñòâèå òåîðèè â ïëîñêîì ïðåäåëå: n→ ∞, r2 = nθ
2

→ ∞, ïðè �èêñèðîâàííîì

θ.

(
) Ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîòåíöèàëüíûé ÷ëåí â äåéñòâèè 3 äîìèíèðóåò íàä êèíåòè÷åñêèì è

íàéòè íåçàâèñÿùèå îò âðåìåíè ðåøåíèÿ (ñîëèòîíû) ïðè ïðîèçâîëüíîì n.
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