
Çàäà÷è ê ýêçàìåíó/çà÷¼òó

Òàì, ãäå ýòî âîçìîæíî, îòâåò òðåáóåòñÿ äîâåñòè �äî ÷èñëà�.

Çàäà÷à 1. Ñòåïåííàÿ èí�ëÿöèÿ.

1) Ïîêàçàòü, ÷òî ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâåííî-ïëîñêîé Âñåëåííîé ïî

çàêîíó

a = a0t
α, α > 1 (1)

ïîçâîëÿåò ðåøèòü ïðîáëåìû ãîðèçîíòà, ïëîñêîñòíîñòè è äð., ò. å. ÿâ-

ëÿåòñÿ èí�ëÿöèîííûì ðàñøèðåíèåì. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî òàêîå ðàñøè-

ðåíèå îáóñëîâëåíî ñêàëÿðíûì ïîëåì φ è ïðåäïîëàãàÿ ðåæèì ìåäëåí-

íîãî ñêàòûâàíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íà ýòîé ñòàäèè, íàéòè ñêàëÿðíûé

ïîòåíöèàë ìîäåëè. Ïðè êàêèõ α è/èëè φ ðåæèì ìåäëåííîãî ñêàòûâà-

íèÿ äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî? Íàéòè ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë òàêæå

â ñëó÷àå, êîãäà ïðèáëèæåíèå ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ íå ðàáîòàåò.

2) Â ñèòóàöèè, êîãäà ïðèáëèæåíèå ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ ðàáî-

òàåò, íàéòè ñïåêòð ïåðâè÷íûõ �ëóêòóàöèé ïëîòíîñòè. Îòëè÷àåòñÿ ëè

îí îò ïëîñêîãî? Óêàçàíèå: ñ÷èòàòü, ÷òî ðåæèì (1) ñìåíÿåòñÿ îáû÷-

íûì ðåæèìîì ðàäèàöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ ïðè íåêîòîðîì φ0.

Çàäà÷à 2.

Èçìåðÿÿ ñïåêòð �ëóêòóàöèé ïëîòíîñòè è ñïåêòð ðåëèêòîâûõ ãðàâè-

òàöèîííûõ âîëí, ìîæíî ëè âîññòàíîâèòü ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë V (φ)
â èí�ëÿöèîííîé òåîðèè ñ îäíèì ñêàëÿðíûì ïîëåì (ïðåäïîëàãåòñÿ,

÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ)? Îöåíèòü èíòåðâàë

çíà÷åíèé φ, ãäå ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ñåãîäíÿøíèìè

äëèíàìè âîëí áîëüøå 100 êïê (ðàçìåð îáëàñòåé, èç êîòîðûõ îáðà-

çóþòñÿ êàðëèêîâûå ãàëàêòèêè). Ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îñòàëüíûå ïàðà-

ìåòðû Âñåëåííîé (ΩCDM , ΩB, ΩΛ H0, è ò. ä.) èçâåñòíû, â ÷àñòíîñòè

Ωtot = 1.
Çàäà÷à 3.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ æèçíè íåîáõîäèìî îáðà-

çîâàíèå õîòÿ áû êàðëèêîâûõ ãàëàêòèê, â êîòîðûå âåùåñòâî ñîáèðà-

åòñÿ ñ ðàññòîÿíèÿ ïîðÿäêà 100 êïê. Èçâåñòíî, ÷òî òàêèå ãàëàêòè-

êè îáðàçóþòñÿ ïðè z . 10. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî íà ñòàäèè äîìè-

íèðîâàíèÿ ò¼ìíîé ýíåðãèè âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè ìàòåðèè íå ðàñ-

òóò. Áóäåì ñ÷èòàòü ò¼ìíóþ ýíåðãèþ íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè, ρDE =
ρvac = 
onst (êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ). Íàéòè, â ãèïîòåòè÷åñêèõ

Âñåëåííûõ ñ êàêèìè çíà÷åíèÿìè êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ρvac

æèçíü äåéñòâèòåëüíî âîçíèêëà áû, à ñ êàêèìè � íåò. Âñåëåííûå ñ÷è-

òàòü ïðîñòðàíñòâåííî-ïëîñêèìè. Êîñìîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû, íå çà-
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âèñÿùèå îò ρvac (âêëþ÷àÿ ñïåêòð ïåðâè÷íûõ âîçìóùåíèé ïëîòíîñòè),

ñ÷èòàòü òàêèìè æå, êàê â íàøåé Âñåëåííîé. �àññìîòðåòü êàê ñëó÷àé

ρvac > 0 (êàê â íàøåé Âñåëåííîé), òàê è ñëó÷àé ρvac < 0.
Çàäà÷à 4.

Ïóñòü ïåðâè÷íûé ñïåêòð �ëóêòóàöèé ïëîòíîñòè � ïëîñêèé. Ïóñòü,

äàëåå, �ëóêòóàöèè ìàñøòàáà 3 Ìïê ñòàíîâÿòñÿ íåëèíåéíûìè ïðè

z = 5. Ôëóêòóàöèè êàêèõ ìàñøòàáîâ íàõîäÿòñÿ â íåëèíåéíîì ðåæèìå

ñåãîäíÿ, à êàêèõ ìàñøòàáîâ � â ëèíåéíîì? Ñ÷èòàòü ΩCDM = 0.25,
ΩB = 0.05, ΩΛ = 0.75, h = 0.7.

Çàäà÷à 5. Êâèíòýññåíöèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ â òî÷íîñòè ðàâíà

íóëþ, à ñîâðåìåííîå óñêîðåííîå ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé îáóñëîâëåíî

ñêàëÿðíûì ïîëåì φ (åãî íàçûâàþò �êâèíòýññåíöèåé�) ñî ñòåïåííûì

ïîòåíöèàëîì. Â ìîäåëÿõ ñ ïîòåíöèàëàìè

V (φ) =
m2

2
φ2

è

V (φ) =
λ

4
φ4

íàéòè îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû m è λ, ñëåäóþùèå èç êîñìîëîãè÷å-
ñêèõ äàííûõ.

Çàäà÷à 6.

�àññìîòðèì òåîðèþ èí�ëÿöèè ñ ïîòåíöèàëîì èí�ëàòîíà λφ4 è

äîïîëíèòåëüíûì ÷ëåíîì â äåéñòâèè

ξ

∫

d4x
√

(−g)Rφ2,

ãäå ξ � äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð. Ñ÷èòàòü, ÷òî ξ ≫ 1.
1) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ φ ïðîèñõîäèò èí�ëÿöèÿ ñ ìåäëåííûì

ñêàòûâàíèåì?

2) Íàéòè íàêëîí ñïåêòðà âîçìóùåíèé èí�ëàòîíà δφ äëÿ ìîä çà

ãîðèçîíòîì.

3)Íàéòè íàêëîí ñïåêòðà òåíçîðíûõ âîçìóùåíèé.

Çàäà÷à 7. Êîëëàïñ â íüþòîíîâîé òåîðèè.

�àññìîòðèì Âñåëåííóþ, çàïîëíåííóþ íåðåëÿòèâèñòñêèì âåùåñòâîì,

â ðàìêàõ íüþòîíîâîé òåîðèè. Íàïîìíèì, ÷òî îäíîðîäíîå ðåøåíèå

èìååò ñòðóêòóðó

ρ̄ = ρ̄(t) , V̄ = x · H(t) , φ̄ = f(t)x2.
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Ïóñòü â �íà÷àëüíûé ìîìåíò� t = t0 â ñ�åðè÷åñêîé îáëàñòè ðàçìåðà

r0 èìååòñÿ ìàëîå îäíîðîäíîå ïðåâûøåíèå ïëîòíîñòè íàä �îíîì:

δρ(t0) =

{

δρ0, |x| < r0,

0, |x| > r0,

ãäå δρ0 ≪ ρ̄(t0) è δρ0 íå çàâèñèò îò x. Íàéòè, ïðè êàêîì âðåìåíè tc
ðàñøèðåíèå ñ�åðû ïîâûøåííîé ïëîòíîñòè ïðåêðàòèòñÿ è ñìåíèòñÿ

êîëëàïñîì. Íàéòè îòíîøåíèå ρ(x = 0)/ρ̄ (îòíîøåíèå ïëîòíîñòè â

öåíòðå ñ�åðû ê ñðåäíåé ïëîòíîñòè) â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè.

Çàäà÷à 8.

Ïîêàçàòü, ÷òî â òåîðèè ñ ãðàâèòàöèîííûì äåéñòâèåì

S = −
1

16πG

∫

d4x
√

(−g)
(

R + αR2
)

(2)

ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå çíàêà ïàðàìåòðà α ðåàëèçóåòñÿ èí�ëÿöèîí-

íûé ðåæèì ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé. Êàêîâ ïîòåíöèàë òåîðèè ñî ñêà-

ëÿðíûì èí�ëàòîííûì ïîëåì, íî áåç ÷ëåíà R2, â êîòîðîé èí�ëÿöèÿ

ïðîèñõîäèò òî÷íî òàê æå, êàê â òåîðèè ñ äåéñòâèåì (2)?

Çàäà÷à 9.

Íàéòè çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè îòíîñèòåëüíûõ âîçìóùåíèé ïëîò-

íîñòè õîëîäíîé ò¼ìíîé ìàòåðèè δCDM äëÿ ìîä ïîä ãîðèçîíòîì âî

Âñåëåííîé, ãäå äîìèíèðóåò ãèïîòåòè÷åñêîå âåùåñòâî ñ óðàâíåíèåì

ñîñòîÿíèÿ p = wρ. �àññìîòðåòü ñëó÷àè w > 1/3 è w < 1/3. Ñ÷è-
òàòü, ÷òî äàâëåíèå ñàìîé ò¼ìíîé ìàòåðèè ðàâíî íóëþ; ãðàâèòàöè-

îííûìè ïîòåíöèàëàìè, ãåíåðèðóåìûìè ãèïîòåòè÷åñêèì âåùåñòâîì,

ïðåíåáðå÷ü.

Çàäà÷à 10.

Ïóñòü ïðè t < t∗, ãäå t∗ < 0, ïðîñòðàíñòâåííî-ïëîñêàÿ Âñåëåííàÿ

ñæèìàëàñü ïî çàêîíó

a(t) = |t|α, 0 < α <
1

3
,

à ïðè t = t∗ ñæàòèå ñìåíèëîñü ðàñøèðåíèåì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñðà-

çó ïîñëå ìîìåíòà t∗ íàñòóïèëà èçâåñòíàÿ ãîðÿ÷àÿ ñòàäèÿ, à òåìïåðà-

òóðà â ýòî âðåìÿ áûëà ðàâíà T∗. Íàéòè ñïåêòð ïåðâè÷íûõ òåíçîðíûõ

âîçìóùåíèé (âêëþ÷àÿ åãî àìïëèòóäó) â òàêîé òåîðèè, ñ÷èòàÿ, ÷òî

ïðè t → −∞ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí âî Âñåëåííîé íå áûëî.

Çàäà÷à 11.

Ïóñòü ýâîëþöèÿ Âñåëåííîé ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó

a(t) =

{

a0 = const, −∞ < t < t∗,

a0(t/t∗)
1

2 , t > t∗,
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ïðè÷åì ïðè t = t∗ íàñòóïàåò èçâåñòíàÿ ãîðÿ÷àÿ ñòàäèÿ ñ íà÷àëü-

íîé òåìïåðàòóðîé T (t∗) = T∗. Íàéòè ñïåêòð ïåðâè÷íûõ òåíçîðíûõ

âîçìóùåíèé (âêëþ÷àÿ åãî àìïëèòóäó), ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðè t → −∞ ãðà-

âèòàöèîííûõ âîëí âî Âñåëåííîé íå áûëî.

Çàäà÷à 12.

Ïóñòü ïîìèìî èí�ëàòîíà â òåîðèè èìååòñÿ ñêàëÿðíîå ïîëå φ ñ

ïîòåíöèàëîì

V (φ) = µ4[exp (φ2/φ2

0
) − 1],

ãäå µ è φ0 � ïàðàìåòðû ðàçìåðíîñòè ìàññû. Ïóñòü ïàðàìåòð Õàááëà

íà èí�ëÿöèîííîé ñòàäèè ïîñòîÿíåí âî âðåìåíè è ðàâåí H, ïðè ýòîì

H ≫ µ, H ≪ φ0. Îöåíèòü òèïè÷íîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîëÿ φ
â îáëàñòÿõ õàááëîâñêîãî ðàçìåðà íà èí�ëÿöèîííîé ñòàäèè, ñ÷èòàÿ,

÷òîïîëå φ âíîñèò ìàëûé âêëàä â ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïî ñðàâíåíèþ ñ

âêëàäîì èí�ëàòîíà. Âåðíî ëè íà ñàìîì äåëå ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæå-

íèå î ìàëîñòè âêëàäà ïîëÿ φ?
Çàäà÷à 13.

Ïóñòü ïàðàìåòð Õàááëà H ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì

H(t) =

{

0, t < 0,

H0 = const, t > 0.

Ïóñòü âî Âñåëåííîé èìååòñÿ ñêàëÿðíîå ïîëå φ ìàññû m, ìèíèìàëüíî

ñâÿçàííîå ñ ãðàâèòàöèåé, ïðè ýòîì m ≪ H0. Íàéòè âêëàä ìîä çà

ãîðèçîíòîì â �ëóêòóàöèþ ïîëÿ < φ2(x) > êàê �óíêöèþ âðåìåíè

ïðè t ≫ m−1.
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