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Ââåäåíèå

Â äàííîé êóðñîâîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ôîòîíîâ â ïîëå ÷¼ðíîé äûðû. Â îñíî-
âå ìåòîäà ëåæèò âîëíîâîå óðàâíåíèå, êîòîðîå îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé êðèâîãî ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè. Ñàì ôîòîí ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, ò.å. êàê ëó÷.

Â êîíöå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå, íàðóøàþùåå Ëîðåíöåâó ñèììåòðèþ,
îòêàç îò êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ â êîíòåêñòå ðàñøèðåííûõ ìîäåëåé ãðàâèòàöèè. Èç ýòîãî
ñîîòíîøåíèÿ íàõîäèòñÿ èçìåí¼ííîå âîëíîâîå óðàâíåíèå è ñîîòâåòñòâóþùèå çàêîíû äâèæå-
íèÿ. Ïîäîáíàÿ çàäà÷à î ëèíçèðîâàíèè ñâåòà àêòóàëüíà, òàê êàê îíà ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé
èíòåðåñ â àñòðîíîìèè.

Äâèæåíèå ôîòîíîâ â ñòàíäàðòíîé ÎÒÎ

Â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïîëå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû äà-
¼òñÿ ìåòðèêîé Øâàðöøèëüäà:

ds2 = (1− rg
r

)dt2 − (1− rg
r

)−1dr2 − r2dΩ2

dΩ2 = dθ2 + sin2 θdϕ2

Êîîðäèíàòà t åñòü âðåìÿ, èçìåðÿåìîå íà áåñêîíå÷íîñòè. Òàêæå èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò äðó-
ãîé íàáîð êîîðäèíàò, îòëè÷àþùèéñÿ îò Øâàðöøèëüäîâûõ çàìåíîé êîîðäèíàòû t íà v:

v = t+ r + rg log | r
rg
− 1|

Òàêîé íàáîð êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòàìè Ôèíêåëüøòåéíà. Â íèõ ìåòðèêà ÷¼ðíîé
äûðû èìååò âèä:

ds2 = (1− rg
r

)dv2 − 2dvdr − r2dΩ

Çàêîí äâèæåíèÿ ôîòîíà ïîëó÷èì èç ñòàíäàðòíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

ϕ̈ = ∆ϕ

ãäå ϕ - êàêàÿ ëèáî èç êîìïîíåíò âåêòîðîâ íàïðÿæ¼ííîñòè ~E èëè ~H, ϕ = eiS. Ïåðåïèøåì
ýòî óðàâíåíèå, èñïîëüçóÿ ìåòðèêó Ìèíêîâñêîãî è çàìåíÿÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íà êîâàðè-
àíòíûå:

ηij∇i∇jϕ = 0

Îáîáùèì íà èñêðèâë¼ííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ çàìåíîé ìåòðèêè:
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gij∇i∇jϕ = 0

∇iϕ = i∇iSϕ

∇i∇jϕ = ∇i∇jSϕ−∇iS∇jSϕ

∇i∇jϕ = i∇i∇jSϕ−∇iS∇jSϕ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äëèíà âîëíû λ� rg, à å¼ èçìåíåíèå ïðîèñõîäèò íà ðàññòîÿíèÿõ
ïîðÿäêà rg. Òîãäà

S ′ ∝ 1

λ
, S ′′ ∝ λ′

λ2

îòêóäà âèäíî, ÷òî (S ′)2 � S ′′, è íàøå âîëíîâîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê:

gij∂iS∂jS = 0

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Áóäåì ðåøàòü åãî, êàê ýòî
ïðèíÿòî â ìåõàíèêå, ââîäÿ ãàìèëüòîíèàí è êàíîíè÷åñêèå èìïóëüñû:

∂S

∂t
= −H, ∂S

∂r
= pr,

∂S

∂ϕ
= pϕ,

∂S

∂θ
= pθ

Ïîäñòàâëÿÿ ìåòðèêó Øâàðöøèëüäà è âûðàæàÿ Ãàìèëüòîíèàí, ïîëó÷àåì:

H = ±

√
(1− rg

r
)2p2r +

(1− rg
r

)

r2
p2θ +

(1− rg
r

)

r2 sin2 θ
p2ϕ

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëó÷èì èç óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà.

θ̇ =
∂H

∂pθ
= ±

(1− rg
r
)

r2
pθ

H

ṗθ = −∂H
∂θ

= ±
(1− rg

r
)

r2 sin3 θ
p2ϕ cos θ

H

Âèäíî, ÷òî åñëè îòñ÷èòûâàòü θ òàê, ÷òîáû â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè θ = π
2
, θ̇ = 0,

òî pθ = 0, ṗθ = 0, à çíà÷èò èìïóëüñ pθ âñåãäà áóäåò ðàâåí 0. Ïîìèìî ýòîãî sin θ = 1, è
ãàìèëüòîíèàí íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ:

H = ±
√

(1− rg
r

)2p2r +
(1− rg

r
)

r2
p2ϕ

Äëÿ ðàäèàëüíûõ ëó÷åé:

H = ±(1− rg
r

)pr

ṙ =
∂H

∂pr
= ±(1− rg

r
)

Âèäíî, ÷òî ṙ → 0 ïðè r → rg.
Èç íåçàâèñèìîñòè ãàìèëüòîíèàíà îò óãëà ϕ ñëåäóåò ïîñòîÿíñòâî èìïóëüñà pϕ. Ýòîò èì-

ïóëüñ åñòü óãëîâîé ìîìåíò, è îí ðàâåí pr(∞)b, ãäå b - ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð. À pr(∞) = H,
ò.å. pϕ = Hb.

Íàéä¼ì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè:

ṙ =
∂H

∂pr
= ±

(1− rg
r

)2pr

H
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ϕ̇ =
∂H

∂pϕ
= ±

(1− rg
r
)

r2
pϕ

H

Òîãäà:

dr

dϕ
=
ṙ

ϕ̇
=

(1− rg
r

)pr

pϕ
r2

pr = ±

√
H2 − (1− rg

r
)

r2
p2ϕ

(1− rg
r

)

dr

dϕ
= ±

√
H2 − (1− rg

r
)

r2
H2b2

Hb
r2

dr

dϕ
= ±

√
r4

b2
− r2 + rrg

Ñäåëàâ çàìåíó r̃ = r
rg
, b̃ = b

rg
, ïîëó÷èì:

dr̃

dϕ
= ±

√
r̃4

b̃2
− r̃2 + r̃

Êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà ÿâëÿåòñÿ b̃ = 3
√
3

2
. Åñëè b̃ < b̃cr, òî ïîäêî-

ðåííîå âûðàæåíèå íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé, à çíà÷èò ôîòîí áóäåò
ïàäàòü íà ÷¼ðíóþ äûðó. Ïðè b̃ = b̃cr ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå èìååò îäèí ïîëîæèòåëüíûé
êîðåíü r̃ = 3

2
, ôîòîí áóäåò áåñêîíå÷íî äîëãî íàìàòûâàòüñÿ íà îêðóæíîñòü ýòîãî ðàäèóñà.

Ïðè b̃ > b̃cr åñòü 2 ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ, ïðè äîñòèæåíèè áîëüøåãî èç íèõ ôîòîí íà÷í¼ò
óäàëÿòüñÿ îò ÷¼ðíîé äûðû, ò.å. èñïûòàåò ðàññåÿíèå.

Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü óãëà îòêëîíåíèÿ îò ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà

Òàêæå âàæíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü ïîëó÷åííîé òðàåêòîðèè îò ýíåðãèè
ôîòîíà H.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì äâèæåíèå ôîòîíà â êîîðäèíàòàõ Ôèíêåëüøòåéíà. Ïîäñòàâëÿÿ ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ìåòðèêó â âîëíîâîå óðàâíåíè è îòáðàñûâàÿ ñëàãàåìûå, îòâå÷àþùèå èçìåíåíèþ
θ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:

2Hpr = (1− rg
r

)p2r +
p2ϕ
r2

H =
1

2
(1− rg

r
)pr +

1

2

p2ϕ
prr2

Óäîáñòâî ýòèõ êîîðäèíàò âèäíî èç òîãî, ÷òî íåò 2-õ âåòîê ãàìèëüòîíèàíà, êîòîðûå òðåáó-
þò ðàññìîòðåíèÿ, â îòëè÷èå îò Øâàðöøèëüäîâñêèõ êîîðäèíàò. Êàê âõîäÿùèå, òàê è âûõîäÿ-
ùèå ëó÷è îïèñûâàþòñÿ îäíèì ãàìèëüòîíèàíîì. Òàêæå ýòè êîîðäèíàòû îïèñûâàþò äâèæåíèå
ôîòîíîâ âíóòðè ãîðèçîíòà ÷¼ðíîé äûðû. Èìè áóäåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ, íàïðèìåð, äëÿ èçó-
÷åíèÿ èçëó÷åíèÿ Õîêèíãà, íî ýòî íå âõîäèò â ðàìêè äàííîé ðàáîòû.

Ìîäåëü ñ íàðóøåíèåì Ëîðåíöåâîé

ñèììåòðèè

Ðàññìîòðèì, äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå, íàðóøàþùåå ëîðåíöåâó ñèììåòðèþ:

ω2 = k2 + ak4 + bk6 + ...

Íàéä¼ì âîëíîâîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó ñîîòíîøåíèþ. Â ïëîñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå

ϕ = ei(ωt−
~k~r)

ω2ϕ = −ϕ̈

k2ϕ = −∆ϕ

Òîãäà óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå:

0 = ϕ̈−∆ϕ+ a∆2ϕ− ...

Â äàííîì óðàâíåíèè ðàçäåëåíû ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì è âðåìåííîé êîîðäè-
íàòå. ×òîáû çàïèñàòü åãî â êîâàðèàíòíîì âèäå ââåä¼ì âåêòîð ui, êîòîðûé â ïëîñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå èìååò âèä ui = (1, 0, 0, 0). Òîãäà

ϕ̇ = ui∇iϕ

ϕ̈ = ui∇i(u
j∇jϕ) = ui∇iu

j∇jϕ+ uiuj∇i∇jϕ

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ∝ u′S ′, âòîðîå ∝ (S ′)2. Â ïîëå ÷¼ðíîé äûðû u′ ∝ 1
rg
, à çíà÷èò ïåðâûì

ñëàãàåìûì ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü. Èìååì

ϕ̈ ≈ uiuj∇i∇jϕ
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Òàêæå ââåä¼ì ïðîåêòîð P ij = uiuj − gij. Òîãäà

∆ϕ ≈ P ij∇i∇jϕ

Âîëíîâîå óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå:

0 = uiuj∇i∇jϕ− P ij∇i∇jϕ+ a(P ij∇i∇j)
2ϕ− ...

0 = uiuj∇i∇jϕ− (uiuj − gij)∇i∇jϕ+ a((uiuj − gij)∇i∇j)
2ϕ− ...

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òîëüêî ñ ïåðâîé ïîïðàâêîé ê ñòàíäàðòíîìó óðàâíåíèþ. Îòáðàñû-
âàÿ ìàëûå ñëàãàåìûå, óðàâíåíèå ñâåä¼òñÿ ê:

0 = gij∇iS∇jS + a((gij − uiuj)∇iS∇jS)2

ÂØâàðöøèëüäîâûõ êîîðäèíàòàõ â ñèëó ñèììåòðèè âåêòîð ui áóäåò èìåòü âèä (ut, ur, 0, 0).
Ïðè r → ∞, ò.å. ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïëîñêîìó ïðîñòðàíñòâó ut → 1, ur → 0, à òàêæå äëèíà
ýòîãî âåêòîðà ðàâíà 1, ÷òî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà åãî îáùèé âèä.
Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ äâèæåíèÿ ôîòîíîâ â äàëè îò ÷¼ðíîé äûðû (ãäå ïîïðàâêè ê ñòàíäàðòíî-
ìó óðàâíåíèþ ìàëû) óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Äëÿ
ýòîãî âîçüì¼ì âûðàæåíèå äëÿ ñòàíäàðòíîãî ãàìèëüòîíèàíà, îáîçíà÷èâ çà H0, è ïîäñòàâèì
åãî â äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå. Îòáðîñèâ èìïóëüñ pθ, ïîëó÷èì:

H2 = H2
0 − a(1− rg

r
)(H2

0 ((1− rg
r

)−1 − u2t )− p2r((1−
rg
r

) + u2r)−
p2ϕ
r2
− 2uturH0pr)

2

Åñëè òåïåðü íàéòè óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ôîòîíà, òî ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî, â îòëè÷èå
îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, çàâèñèò îò ýíåðãèè ôîòîíà, à òàêæå îò âèäà âåêòîðà u. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ôîòîíû ñ ðàçëè÷íîé ýíåðãèåé áóäóò èìåòü ðàçëè÷íûå òðàåêòîðèè, ò.å. ÷¼ðíàÿ äûðà áóäåò
ðàñêëàäûâàòü â 'ñïåêòð' ïðîëåòàþùèé ìèìî ñâåò.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ ôîòîíà íå çàâèñèò îò åãî ýíåðãèè (÷àñòîòû) â êëàñ-
ñè÷åñêîé ÎÒÎ. Îñíîâíûì æå ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ñëó÷àå îòêàçà îò Ëîðåíöåâîé
ñèììåòðèè ýòî óæå íå òàê. Íàáëþäåíèå ïîäîáíîé äèñïåðñèè â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà ìî-
æåò ïîñëóæèòü äîâîäîì â ïîëüçó ïîäîáíûõ òåîðèé.

Â êà÷åñòâå ïðîäîëæåíèÿ äàííîé ðàáîòû ìîæíî íàéòè àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ óãëà
îòêëîíåíèÿ â äàëè îò ÷¼ðíîé äûðû äëÿ ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ u, à òàêæå ðàññìîòðåòü íàøó â
çàäà÷ó â ïîëå ÷¼ðíîé äûðû Êåððà-Íüþìåíà.
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